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Einleitung

Elektronen, Protonen, Neutronen und alle Materie, die daraus aufgebaut ist haben neben
der Masse ( und natiirlich Energie, Impuls ...) weitere mengenartige Gréssen, von
denen hier die elektrische Ladung die wichtigste ist.

Masse Ladung | el. Moment | mag. Moment
Elektron Me —e 0 —1.00115966 5
Proton my = 1836m, e 0 +2.792782—:/LB
Neutron || m, ~ 1038m, 0 0 —1.9131522 1B
Muonen m,, ~ 207m, *e 0 :i:l.OOlng; 1)
Pionen My ~ 260m, +e,0 0 0

Aus diesen Teilchen zusammengesetzte Systeme, wie Atome; Molekiile ... Festkorper
kénnen neben der Ladung noch (permanente und induzierte) elektrische und magneti-
sche (Dipol-) Momente und kompliziertere Grossen haben.

Bezugsgrossen: ‘

(Ruhe-) Masse des Elektrons m, = 9.109389751075! kg
Elementarladung e = 160217731071 As
Bohr-Magneton ) pp . = 1.1654107% Vsm

Warum in der Natur nur dieser Wert der Elementarladung auftritt, ist nicht geklért.
Auch hat man, trotz intensiver Bemithungen, bisher noch keine magnetischen Ladungen
entdeckt. Wenn es diese gibe, dann héitten diese andere Eigenschaften, als das elektrische
Gegenstiick. Im Gegensatz dazu hat die Quantenmechanik die Frage beantwortet, warum
Elektronen, Protonen und Neutronen ein magnetisches Moment haben, nicht aber das
Pion. Es gelang sogar, daen Wert dieser Grésse mit grosser Prizision zu berechnen.
up = eh/2m.bezeichnet das sog. Bohr-Magneton. '

Ladungen iiben Krifte aufeinander aus.
Fiir Punktladungen ist dies das Coulomb-Gesetz:

1
Fy, QIQQQ T12 (1)
47T€0 ‘r12 II‘12|
rip = I; —1Io ~ (2)

Fiir magnetische Momente ist der Ausdruck erheblich komplizierter:

Beide Formeln sind aber gar keine Gesetze, denn sie gelten nur fiir ruhende Ladungen
bzw. Momente! Fiir bewegte Ladungen héngt die Kraft in komplizierter Weise sowohl
vom Abstand als auch vom Bewegungszustand ab und ist zudem redardiert. Ausserdem
gibt es “zwischen” den Ladungen auch noch “etwas”, das Elektromagnetische Feld
(=EMF). Beschleunigte Ladungen strahlen Energie, Impuls und Drehimpuls ab.

Beispiel: Magnetron in der “Mikrowelle”



I Das Elektromagnetische Feld (EMF)

1 Das EMF als physikalisches System

Der Begriff des Felds ersetzt zunédchst die dem Coulombgesetz unterliegende Fernwir-
kungsvorstellung durch eine Nahwirkungsbeschreibung: Die Ladung ), erzeugt ein Feld
E,, welches mit ¢); lokal wechselwirkt Fio = @; - E5(r1) und umgekehrt. Diese Auffas-
sung ist jedoch insofern inkonsequent, da die Krifte, die die beiden Ladungen aufeinan-
der ausiiben, nicht als Folge des gesamten, von beiden Ladungen gemeinsam erzeugten
Felds beschrieben wird. (Die obige Beschreibung funktioniert auch nur solange, wie die -
E, erzeugende Ladungsverteilung nicht durch die Anwesenheit der “Probeladung” @,
verdndert wird!). Diesen Mangel werden wir jedoch beheben konnen.

- Das EMF ist aber wesentlich mehr — es ist selbst ein dynamisches System, das Energie,
Impuls, Drehimpuls etc. besitzt und transportiert. Im Gegensatz zu einem mechanischen
System aus Masseteilchen, hat ein Feld (iiberabzihlbar) unendlich viele Freiheitsgrade.
Diese werden durch die mathematischen Felder E, B beschrieben, die (im Prinzip) am
jedem Raumpunkt r andere Werte haben kénnen. Diese Felder hingen mit den Ladungen
und Strémen uber die Maxwell-Gleichungen zusammen.
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2  Maxwell-Gleichungen

1
divE = —p(rt), |divB = 0,
€o
0B . OE
rotE = TR rotB = uoj(r,t)JreouOE.
elektrische Feldkonstante ¢ = 8.854187817 10712 As/(Vm)
magnetische Feldkonstante g = 47 -1077 Vs/(Am)
Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1/\/épo =299 792 458 m/s

Die Bedeutung der Felder E, B wird durch den Zusammenhang mit der Kraft(-dichte)
auf die Ladungs- und Stromdichten p, j festgelegt.

Kraft-Dichte: | :
firt) =pE+jx B (1)

wobei die Grofle “Kraft” aus der Mechanik als bekannt vorauSgesetz wird.

Interpretati.on der Maxwell-Gleichungen in obiger Form:

e E, B werden durch ihrer Wirbel und Quellenverteilungen festgelegt.

e Ursachen des E- Felds: Ladungen und sich #indernde Magnetfeld. E-Linien beglnnen
und enden nur an Ladungen.

e Ursachen des B-Felds: Strome (d.h. bewegte Ladungen) und sich &ndernde el.
Felder. B-Linien sind stets geschlossen.

e Fiir statische Felder zerfillt das EMF in zwel ungekoppelte Teilsysteme: elektri-
sches und magnetisches Feld.

Fragen:

e Im welchem Bezugssystem gelten die Maxwellgléichungen?

» Magnetische Momente sind natiirlich auch die Quellen von B. Wie fiigt man diese
in den Maxwellgleichungen ein?

o Wie wiirden magnetlsche Ladungen und Strome — wenn es sie gabe —in den MGLn
auftreten?

Andere Schreibweise und Interpretation der Maxwe‘llgleichungen:

oE 1 1
— —cfrotB = —j(rt), |divE = —p(r,t),
Z eo eo
a7 + rot E = 0 divB = 0.

Die erste Gruppe kann als Bewegungsgleichungen der Wirbelanteile von E, B aufgefasst
werden. Die zweite Gruppe beschreibt “starre Zwangsbedingungen” der Quellen.

Das Ziel dieser Vorlesung ist es, von den Maxwellgleichungen auszugehen und die physi-
kalischen Phénomene abzulelten Hierfiir miissen wir uns zunéchst mit der Beschreibung
und der Mathematik von Feldern vertraut machen.
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3 Physikalische Grossen und Erhaltungssétze

Physikalische Gréssen des EMF’s:

In einem Zustand hat jede physikalische Grésse einen festen Wert, d.h. ist eine Funktio-
nen von E, B. Im Gegensatz zu Systemen aus Punktteilchen, fiir die die Zustandsgrossen
r;,p;, i = 1... N haben Felder iiberabzahlbar viel Freiheitsgrade, die durch die Werte
von E, B an jedem Raumpunkt festgelegt werden (fester Zeitpunkt!) Die physikalischen
Grossen eines Felds sind daher Funktionen von E, B (genauer: Funktionale, d.h. Inte-
grale iiber die Felder); die ‘Grossen sind rdumlich verteilt, d.h. werden durch Dichten
beschrieben.

Die IThnen naheliegendste Grosse ist die Lorentzkraft, welche die Kraft auf eine (Probe-
)Ladungdichte p(r,t) und Stromdichte j(r,t) mit E, B in Verbindung bringt.

frt)=pE+jxB o )

Die Gesamte Kraft ist dann das Integral {iber die Kraftdichte.

F(t) =‘/ / / £(r,t) dV

Erhaltungssatze ,
Als Beispiel betrachten wir d1e Erhaltung der elektrischen Ladung Ausgehend von der
Maxwellglelchung ‘

OE
- rotB= NOJ( )+€0H0—0'i‘

finden wir durch Anwenden der Divergenz und divE = p/e

~ Op(r.%)

T + div J( t)=0.

Warum driickt diese Gleichung die Erhaltung der elektrischen Ladung aus? Integration
{iber ein festes. Volumen V : |

dt//f pr,Y) dV+/// divj(r,t)dV = 0

- und Umformung des zweiten Terms mit Hilfe des Gauss’schen Satzes liefert:

%t(t):—@j(rt dA

D.h. die im Volumen V eingeshlossene Ladung Q(t) dndert sich (nur) dadurch dass sie
iiber die Oberfliche F hinaus— oder hineinstromt.

I-3



Wenn eine Grosse G, deren Wert G in einem Volumen V, mit einer anderen Grosse I,
deren Wert sich auf die Oberfliche F dieses Volumens bezieht und einer dritten Grdsse
S, die sich wieder auf das Innere von V bezieht, auf folgende Art zusammenhéngt

dG |

—=I;+ S ‘ 3

o =1ot5, (3)
so ist es zweckmdissig, sich von G das Bild einer Menge zu machen, das von I der
zugehorigen Stromstirke und das von S das der entsprechenden Erzeugungsrate.

Im allgemeinen besitzt eine (mengenartige) Grosse G daher eine Dichte pc(r,t), eine
Stromdichte j, (r,t) und (meist auch noch) eine Erzeugungs,/Vernichtungsdichte o4(r,t).

Erhaltungssatz der Grosse G:

apca(tr,t) + le jG(rat) = UG(rat)

oder in integraler Form:

&) =//v po(r,t) dV = —@rjc(r,t)dA+///qu(rt dv

Der Wert voxi g innerhalb des Volumens V kann sich aus zwei Griinden &ndern:
1. Strémen durch die Oberﬁiche F von V, dann bleibt sie dem System erhalten,
2. Erzeugung/Vernichtung, dann geht sie dem System verloren.

Ist pgr eine vektorielle Grésse, dann gehort zu jeder Komponente ein Stromdichte—
Vektor, d.h. die gesamte Stromdichte ist ein Tensor zwelter Stufe. Ein Belsplel hierzu
ist der Impuls des EMF’s.



4 Lorentz’sche Ableitung der MGL’s fiir Materie

Dieser Teil ist eine Ergénzung von Kap VI.1.

Fiir statische Felder lassen sich die makroskopischen MGls durch Mittelung der stark
fluktuierenden mikroskopischen Felder gewinnen.

Zur Herleitung der MGls beschrinken wir uns zunichst auf die Elektrostatlk und teilen
die Ladungen der Materie in zwei Klassen ein:

(a) freie Ladungen

(b) dipolar gebundene Ladunden in Atomen und Molekiilen,
deren Verteilung tiber atomare Distanzen jeweils als konstant
angesehen werden darf.

)4 o

. ’ 3, .
mikroskop. Potential: y("’) ‘-'Z:: Z4 { |# * 107
| e B |

oder fiir kontinuierliche Ladungs- und Dipolverteilungen.

e NS - 70 7 14y
_ gg{_lj_’”_hpc ) ;. ey }a(l/

47T€E, .

Mittelwertbildung fiihrt auf das

-—p

‘,\i‘.’_,_ 4._f("7")/‘ _.’; A NL
makroskpp. Potential: _(bc'r) =<7> ire %{l;'?'l t P("PW"I—&‘?'I}‘(V

Py

Polah‘satibni Pc,;:) <f0r)> = & /°

N /Vo bezeichnet die Dichte der D1po]e pl das mittlere Moment eines Dipols,
AuBerhalb des Korpers ist P(r)— 0. Um den Zusammenhang von P(r) mit der Dichte
der Polarisationsladungen ﬁ”tm aufzudecken, schreiben wir den zweiten

Term in ¢ () um:

Vektoridentitat: . lir (P /) P ;«v/ / / a[w' P

' - 7 7(&") ez -ﬁC?')
hieraus: P(;)'.') ;’d,rt l;;g__;;‘[ o(«)‘ ():r #l) "-7’. ')




Einsetzen in die Beziehung fUr'cﬁ(F) und Umformung des Volumenintegrals
uber die Divergenz in ein Oberfléchenintegral liefert:

- - |

X
)

g fﬁ‘ - olig, Bz) AV, §r§

—D \ I
€ . €
Vol. 4m Obe L.

. Materie

¢c=

Dichte der Polarisationsladungen
("gebundene" Ladungen)

Oberf]échen]adungsdichte

VergriBerter Ausschnitt eines
unpolarisierten (a) und (b)
eines polarisierten Dielektrikums

aa;/f’:g-f ;-—oaaﬁm

Es Tiegt nun nahe, €F und P zy einem neuen Vektor D Zusammenzufassen,

dielektrische Verschiebung: D €, E?F'+ ;;
Maxwellgleichungen fiir ot E-! =0
elektrostat. Felder in Materie er D = e

Die Quellen und Senken von D werden daher allein durch die freien Ladungen
bestimmt. '
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In einem ndchsten Schritt leiten wir SRS =4
die Maxwellgleichungen fiir zeitlich 4'5§?§§‘23°2;“2,“?;1§
konstante Magnetfelder in Materie her, ololololol? 0'2;
Den Beitrag der "gebundenen Strime" 3' 1211000 O'fkf/
g ’. 7 0 [

driicken wir mit Hilfe der magnetischen ﬁ'ﬁZHCD G? ;3 O

Momente M- mJ aus.

mikroskop. Vektorpotential:

5 7 < -z ﬁ 7‘”0“’ 5= 7y % (P

|7 - # 47,. ,;-%R

-y

=”‘ﬁ${ 73, AP (- 2 ol V
4 |7 -2 |=-7'17

/:; M{ _;‘:",.) . ,ﬁ(?‘) X (,’-’-:;‘)} "(V’

makroskop. Vektorbotentia] : Z(’f)=4 13- 12-2'13

R et ) o

{
l
I

Magnetisierung: M =< m(F)> =

, X
R

ﬁj beze1chnet das mittlere magnet1sche Moment eines Dipols. AuBerha]b des Korpers
ist M(r)

Um den Zusammenhang von M(r) mit Jmag(r) aufzudecken, schreiben

wir den zweiten Term in A(r) um.

Vektoridentitit: rot(fM) = (gradf)kﬁ-+f rotM =20 , H=HD
= a H(.’) (
hieraus: M(F)xgrad, =l = - v, . Hd,‘ ok, M
- ‘ ( H(T) I
Damit wird: Ay - e m 36+ nJrHy ﬂﬂ‘t H ?l
1T~

Offenbar ist rotM(r) = Jma (¥). Was aber beschreibt das zweite Inte-.
gral? Mit den uns bisher zur Verfiigung stehenden Integralsdtzen
konnen wir das Integral nicht umformen, aber es gilt:



H

Integralsatz: {ﬁfﬂz\ v < ﬁd;ﬂ A = -ﬁkxd?

) v
Vektorpotential A() = 2o ([ ) + 18} b . )$ HOxdF
p AL Ay TR A
v

Das zweite Integral beschreibt daher den Beitrag von Oberfldchen-
magnetisierungsstromen zum Magnetfeld

Volumen - Magnetisierungsstromdichte jmag(F) = rot M(F)
‘A-Ob.-:‘ __‘—"A -
Oberflachen - " Jmag(r) = M(r)xn re0b.

oo 15 1B pufas Jug) - o s et T

Es 1st nun naheliegend ein neues Feld )£ﬁ=§-/dﬁ zu definieren, dessen
Wirbelvertei]ung allein durch die makroskopischen Strime 3(?) be-
stimmt ist, ' |

magnetische Erregung ‘ H:= §4m -'ﬁ
Maxwe]]-G]eichungen fiir -

. divB = 0
statische Magnetfelder
in Materie _ 7 rotH = 3(?)'

Fiir zeitabhdngigqe Ladungs- undlStromverteilungen werden auch die
Felder E,B,B;H, zeitabhdngig. DiekMaxwell-Gleichungen haben dann di-

Form: (afer e Tesun 28 4k (3) acbiatd W it 20 Lt )

4+t
1) divD = Plry oder % 34F =g§§5('ﬁadv -0
2) otk = '%j?';‘ _ § i - -4 87
B roth = e + 2 § e - § FeodFa2(ea
4) divB = 0 BB - o

(Die Integrationsf]échen, Kurven oder Volumina wurden als zeitlich
konstant vorausgesetzt).

Gleichungen 1) und 4) sind unproblematisch, denn in den Gleichungen
fir die atomaren Felder kommt die Zeit nur als Parameter in den
Feldern, nicht aber in den Gleichungen selbst vor.



Kritik der Lorentz’schen Ableitung

Die Einteilung der Ladungen und Stréme in freie, Polarisations— und Magnetisierungs-
anteile erfolgt nicht nach objektiven Kriterien, sondern ist weitgehend willkiirlich und
orientiert sich nach physikalischen Gesichtspunkten. Leider resultiert hieraus oft eine
babylonische Begriffsverwirrung!

So beschreibt man z.B. in einem Metall die Leitungselektronen ganz natiirlich als “freie”
Ladungen und Stréme, also durch pf und ; 7 auf den rechten Seiten der Maxwell’schen
Gleichungen und setzt P = 0 und M = 0. Fiir hochfrequente Felder einer Lichtwel-
le wird die Oszillationsamplitude der “freien” Elektronen vergleichbar mit atomaren
Léngen, sodaf} faktisch gar kein Unterschied mehr zu einer Beschreibung iiber “gebunde-
ne” Elektronen zutage tritt. D.h. wir kénnen die Beitrige “freier” Elektronen auch durch
“Polarisations”-Ladungen und Stréme beschreiben. Das tut man in der Optik meistens
auch! Fiir das Drude-Modell werden wir explizit zeigen, wie man Metall-Elektronen
entweder durch eine Leitféhigkeit (d.h. j; = ¢E) oder durch eine Dielektrizitdtsfunktion
(P = ¢o(e — 1)E) beschreibt.

Die in einem Metall durch Wechselfelder induzierten Wirbelstréme (= makroskopische
Kreisstrome) koénnte man statt durch Stréme “freier” Elektronen, genau so gut auch als
Magnetisierungsstréme rotM erfassen.

In einigen Féllen kann P — entgegen der Lehrmeinung — selbst fiir statische Felder
nicht als Dipoldichte aufgefasst werden. In einem Ionenkristall,
wie z.B. NaCL, hingt das Dlpolmoment von der Wahl der Ele-
mentarzelle ab. (Dieses Problem wurde erst kiirzlich durch Be- @ @

nutzung einer “geometrischen Invarianten” gelost!

Fiir zeitabhingige Felder gibt es die Moglichkeit M—Anteile zu @ @
P hinzuzuschlagen und umgekehrt! D.h., es ist & priori nicht
festgelegt welche Phénomene elektrischer und welche magneti-
scher Natur sind! Das sieht man aus folgender Transformation:
PP =P+rotN, dh D— D' =D +rotN,
MoM=M-2N'" qn H-oH=H+D ;
- welche die Felder E und B invariant lisst. Die Ursache dieser Willkiir liegt darin,
daB es nur ein einziges Materie-Feld gibt, nimlich j,,(r,t), das wir aus physikalischen
Griinden in mehrere Anteile zerlegt hatten. (Fiir zeitabhéngige Felder ist pyqs(r, t) durch
-die Kontinuitatsgleichung bis auf einen zeitlich konstanten Anteil festgelegt.)

Abbildung 1:

Hat man sich einmal entschlossen die Ladungen in einer bestimmten Weise einzutei-

len, so muss man natiirlich dabei bleiben! Aber nicht immer geht das. Z.B. wird beim

Photoeffekt ein (in einer inneren Schale) gebundenes Elektron in ein freies iiberfiihrt.

Was nun? Als Ausweg aus dieser misslichen Lage gibt es eigentlich nur einen Ausweg:

Die Flucht nach vorn! Simtliche “magnetischen” Anteile werden iiber P miterfasst und

Jmae Wird nicht weiter aufgeteilt (und allein als Funktion von E angesehen). M = 0!
Allerdings ist diese Auffassung nur bei schnell verdnderlichen Feldern gut und versagt

zusehens fiir w — 0.



Kap. TI Mathematische Hilfsmittel aus der Vektoranalysis

§ 1 Skalar und Vektorfelder und deren Veranschaulichung

Zundchst betrachten wir die Theorie des Elektromagnetismus aus
einer abstrakten mathematischen Sicht. Unser Ziel ist es, die im
vorigen Kapitel aufgefiihrten Maxwell'schen Gleichungen zu verstehen
und sie handhaben zu kOnnen. Dazu miissen wir zundchst die Mathematik

von Vektorfeldern lernen und eine anschauliche Vorstellung entwickeln.

Skalarfelder

¥

Das einfachste Feld ist ein skalares Feld. Jedem Raumpunkt T=(x,y,:z

wird ein einziger Wert ¢ = ¢(x,y,z) zugeordnet. ¢ (x,y,z,t) kann sich
auch im Laufe der Zeit &dndern. Beispiele flir die skalaren Felder sind
die Verteilungen von Temperatur, Druck,
elektrischer Ladﬁng oder Energie im

Raum. Es ist mdglich, sich ein skalares .y
Feld aus "Schichten" aufgebaut zu den-
ken auf denen ® () konstant ist. Im

zweidimensionalen sind die geometri-

T=40°
schen Orte <b(x,y)=const. Linien
. . . T=30°
(z.B. HBhenlinien auf einer Landkarte), ,
. A . . . T =20°
im dreidimensionalen reprdsentieren
T =10°"

Werte fb(x,y,z)=const eine Schar von

xy

Fldchen (z.B. Isotherme Fl&chen,

Aquipotentialflgchen).

Vektorfelder

Jedem Punkt im Raum wird ein Vektor §=f(?) zugeordnet.
Beispiele fiir Vektorfelder:
a) Betrachten wir einen K&rper, der

sich um eine Achse dreht. Jedem

Punkt des Korpers k&nnen wir sei-

nen Geschwindigkeitsvektor zuord-

—p _-’ - ) i3
nen. $7(r)=_fﬂr, {2 Winkelgeschwin-

digkeit. : ~ROTATION
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b) Wiarmestromdichte R. K zeigt in ' s
Richtung der Strdmung. Ihr Betrag w/////// Te
ist die Energie, die pro Sekunde T h{i////////
Ay .
durch ein Element einer senkrecht \-—‘L////)ﬁ;’//////,
zur Strémung gerichteten Fl&che "////i:::;/’/igag
beférdert wird, dividiert durch : >

<

den Fldcheninhalt des Elements. - Z

Wir koSnnen ein Bild des Vektorfeldes erhalten, indem wir an vielen
Punkten des Raumes Vektoren einzeichnen, von denen jeder die Stédrke

und Richtung des Feldes an dem betreffenden Punkt bestimmt.

c | g
- :\ /’.—\\\

Wir k@nhenyaber auch noch weiter gehen und Linien einzeichnen, deren
Tangenten in jedem Punkt die Vektoren sind, die sozusagen den Pfei-
len folgen und die Richtung des Feldes angeben. Die Schar dieser

Feldlinien»beschreiben wir durch die Parameterdarétellung f=?(T/c).

(T = Kurvenparameter, ¢ unterscheidet verschiedene Feldlinién)

a) Gleichung der Feldlinien flt— ?(flic) = E('T—'(‘r,c'))-

b) Durch jeden Punkt des Raumes mit E+O geht genau eine Feldlinie.

Durch Punkte mit E=0 oder E= o kénnen mehrere Feldlinien gehen.

c) Da Feldlinien"unendlich dicht" liegen, sagt das Feldlinienbild
~ zundchst nichts iiber die Stdrke eines Vektorfelds aus. Insbesondere
haben E(f) und f(f%ﬁk?) die selben Feldlinienbilder. (f(T) bezeich—

net eine skalare Funktion).

d) Um die St&drke eines Feldes zum Ausdruck zu bringen, {ibernehmen wir

die Konvention, nach der die Zahl der Feldlinien pro Einheit der

rechtwinklig zu den Linien stehenden Fliche proportional zur Feld-
stdrke ist. Es ist zuweilen erforderlich, daf dann neue Linien

entstehen oder Linien enden.
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§ 2 Integralbildungen auf Feldern

Es gibt zwei wichtige mathematische Eigenschaften von Vektorfel-
dern, die wir bei unserer feldtheoretischen Beschreibung der Elektro-
dynamik verwenden werden: Zirkulation und Fluf. Beide sind Spezial-

fdlle von Linien bzw. Fl&chenintegralen.

T

Linienintegral: Y = .S-E( )d = J’ E 2m) - jt ot
£ LA

Zirkulation : [—' = é cd?
oL

Die Kﬁrve L sei dabei in %\

Parameterdarstellung T=T (1)
gegeben. Die Zirkulation
ist ein Spezialfall des

Linienintegrals: der Inte-

grationsweg ist geschlossen. | 7 F(T,)

Beachte: J{ hat eine Richtung

Beispiel:

Geschwindigkeitsfeld in einer Flissigkeit

(a) (e), - - o,

Stellen wir uns eine RBhre mit einem einheitlichen Querschnitt vor,
die wie in b) in einer willkilirlich geschlossenen Kurve verliuft.
Wirde die Fliissigkeit liberall, auBer in der R8hre, einfrieren, so

wirde die Fllissigkeit in der RBhre wie in c¢) zirkulieren.

Fléchenintegral : d) = ﬂ E. dF = ﬂ.g(’i’(u,v)) ’(M) )du dv
» F Bu,y) ,
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¢ heiBt "Flus des Felds E durch die Fliche F" und ist ein Ma8 dafir,
wieviele E-Feldlinien die Fliche durchsetzen. dF zeigt in Richtung
der Fl&chennormalen von F . (Orientiertes Fldchenstlick) . Dié Richtung
Von’df wird so gewdhlt, daB von seiner Spitze aus gesehen die Rand-
kurve J£ in mathematisch positivem Sinn durchlaufen wird. Es ist Kon-
vention, daB dF fir geschlossene Fl&chen in das AuBengebiet zeigt.

d) ist der Grenzwert der Summe

O = i3 E(z1 &F

- flir den Fall beliebig guter Verfeinerung des Maschennetzes auf F .
Der Fldcheninhalt '£s€1 strebt hierbei gegen Null. .

.

Zur Auswertung von Fl&8chenintegralen verschafft man sich -ganz
entsprechend wie bei den Linienintegralen- zunichst die Parameter-
darstellung ¥=¥(u , v) der Flidche F . Hierdurch wird ein Punkt

(u,v)eB ein Punkt auf F zugeordnet.

! L/”"_\\,\

. P . - S .

, “ By, v)

P dv . .

- [} >

; o (U,y,) A l

¢ ' T S

i N G

H [ [

i i Vu) [

i t i1 .

i | ! ; il

: A T H i

H ' ( ' i i

—_— ot o { LI S

u, U u

¢
X

Den Koordinatenlinien u=const und y=const entspricht auf F im all-
geméinen ein Netz krummliniger, schiefwinkliger Parameterlinien. In-

halt und Richtung einer Masche auf F entspricht dabei

dF = £w i 2w g, g,
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sofern dudv dastléchenelement in der u-v Ebene bezeichnet.

Das verbleibende Integral liber das ebene Fl&chenstiick B(u V)

berechnetman als iteriertes Integral

u, v, ()
ﬁ /;p(a,v) du dv = f od u _( ,f(u,v) dv
Beuw) &, V()

wobel U1, U2 und V1,V2 durch die Randkurve J£  des Bereichs B(y , v)

bestimmt werden.

Die praktische Ausrechnung eines Fldchenintegrals wird auBerordent-
lich vereinfacht, wenn die Parameterdarstellung von F so gewdhlt
wird, daB die Berandung von F mit Linien u=const, oder V =const

zusammenfdllt.

SchlieBlich betrachten wir noch die Integration einer skalaren

Funktion 47(?) Uiber ein dreidimensionales Volumen V.
2 B Fxy)

Volumenintegral : m’ ¢ () d‘V = Sc(x g al)z S odz 4?(;(,)/, Z}

X, Y, x) Z (xy)

— VY
JZZ(K//V)
<’ * )
N -
~- rz (’(’y)

21(x,y) p 22(x,y) : DurchstoBpunkte der Geraden x=const. y=const
durch die das Volumen V einschlieBende Flidche F.
%,y liegen innerhalb des Bereichs B(x,y), der

die Projektion von V in die x-y Ebene darstellt.
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y1(x) ' y2(x) : Schnittpunkte der Geraden x=const mit der

Randkurve von B(x,y)

X, 1 %, : Anfangs— und Endpunkt der Projektion von B(x,y)

auf die x-Achse

Die Substitutionsregel fiir Volumenintegrale lautet:

m d dV = ﬁf @ (F(uy,w) l[)u —3—7* f,)] du dvdw
174 |

=F(u, v,w) bezeichnet die “ParameterdérStellung des Volumes" V,
iiber die das Volumenstiick V im u, v ,w Raum auf V abgebildet wird.
Das Spatprodukt

x 2y 2=
Ju du du
f_.(.a_:xgz),écwa = & x 2
du Vdu " dw duvw) v v v
Iw ow aw
mit x=x(uW, v h’) etc. heiBt FunktiOnaldeterminante, ( = Jacobi -

Determinante.) .

In vielen Fdllen kann die Berechnung von Flichen und Volumeninte-
gralen, durch Ausnutzen von Symmetfien des Integranden oder des In-
tegrationsbereichs wesentlich vereinfacht werden. (Z.B. Benutzung

von. Zylinder oder Kugelkoordinaten).

Beispiel: Linienintegral: g E (#)ed?
o £

Vektorfeld: §=(y,—x,x2+y2—z)

Kurve: Gerade, welche die Punkte (0,0,0) und (1,2,3) verbindet:

L: #=(t,2t,37) , 0cr<7.

1
‘(E'ol? = j(y,~x,x’+/v’—z)-(4,2/3) dr g(y—2x+3x’+3),‘-3z)a/1“
oL o 4

]

4

, 7
f(’/a’tz—?t)&(‘r =7
3



, » . .
Beispiel: Fl&chenintegral ,gg E-dF
Z

Vektorfeld E(¥)=(y,x,z)
Integrationsgebiet: Ebene durch die 1 AF
3 Punkte (1 ,0,0) ’ (011 IO) ’ (01011) /,/,/‘i_{:\.ff,\‘_A______,
mit x20, y20, 220 : xtytz=] ,,;’ ! 4

%

Parameterdarstelluhg der Ebene:
X=u, y=VvV, z=1-u- Vv
Fldchenelemente dF=(1,1,1)dudv

du clv (v,u,1~u-v)(7,1,1) du dv

0\’-\“

=

.

Rt
]

&
=
&
<
\\

N3 AN

4
§-
f [
4

4 .
='f‘du(7'u) =
o
Beispiel: Volumenintegral SYE Z d\f
. ' HK '
HK bezeichnet eine Halbkugel vom - - >y
Radius R liber der x-y Ebene ' //§><;-///

Oberflé&dche der Halbkugel:‘x2+y2+zz=R2

bez: z=o und x2+y25R2 , "

= 2 2 2 ';'Iy"()()
?4()‘,)«)=0' Zz(x/),)—;/ﬂ - (x +yt) .

y, )= - YR )’z"‘)"* R - x* x =-R X, =+R

ff=dv

]
-
e
x
)
5%\
Q\——-\
n
9\
]
[}
_ND
™~
x
&
<
TR
N

B N - -7 RE-x* (4

2 'Qz’xi 2 E:‘_xz
= (el dy 3 (R xmpt) = ol 2(8y -y - 257 |

S 2% -R - 2

: 4
St alwar/ms - g (o) = £ [ (0]

R
_ 4 _ T e
Jaj Vae = T2
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§ 3  Verknlipfungen von Feldern iiber Integralbildungen

Im folgenden werden wir zwei Felder iiber Integrale miteinander
verkniipfen und daraus die Vektoroperationen, Gradient, Rotation
und Divergenz gewinnen. Wir werden also genau den umgekehrten Weg
gehen, wie er Ublicherweise in der Vektoranalysis beschrltten

- wird.

A. Verkniipfung eines Skalarfelds @ (¥) mit einem Vektorfeld K(f),

Gradient eines Skalarfelds: A(Y) = grad Q(¥)
Verkniipfung : d(F) - ¢E) = g.A(;) ds 5 ;
, ; ,
~Bedingung ¢ Diese Verknlipfung gilt

flir jede beliebige Kurve

"o, welche die Punkte ’7":,:1";

verbindet.

Den differentiellen Zusammenhang von A und ¢ efhalten wir durch

die spezielle Wahl von fé=?i + (aF). a7 = (Ax,Ay,Az)

Taylorentwicklung: d) ('r+4 ) = ¢ ) + ad)(xm!)dx + 'b-g-'A + —d—)"AZ t...
} ) dy Y T o

Mittelwertsatz  : S Z(?} o(-? = A)< (’7;)-4x + A,(’.’:)'A/ + A,C’r:) "AZ

Da die geforderte Relation flir jede beliebige Wahl von Ao— gilt

erhalten w1r.

l & %) = WW*) d’“”)é; >j;§+ ¥2e

g
oder bei Benutzung des Nablaoperators Y7:

= > > )
gk iy

<3
Sy

Eigenschaften:
(b bestimmt eindeutig K(f), deshalb schreiben wir K=grad¢).
2.) Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafir, daB R (F) als
Gradient eines Skalarfelds darstellbar ist lautet:
§zZ'¢i; =0
o<

fir jede beliebige geschlossene Kurve « .
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3.) Das Vektorfeld K=grad,¢ hat keine ~-ganz im Endlichen verléufen—
den- geschlossenen Feldlinien. (Feldlinien k&nnen jedoch im

Endlichen anfangen oder enden).

B Verkniipfung zweier Vektorfelder A(¥) und B(P)

Rotation eines Vektorfelds: §=rot§§, Stoke'scher Satz

Nach A haben Gradientenfelder keine geschlossenen Feldlinien.
Das Gegenstick hierzug sind Wirbelfelder, wo geschlossene Feld-
linien auftreten. Ist'ﬁ(f) ein Kraftfeld, so leistet dies bei einem
vollen Umlauf an einem KOrper Arbeit: § Ad¥ # O. Die Dichte dieser

Wirbelstdrke wollen wir mit §(f) bezeichnen, =

Verkniipfung: §/? d? = H B3dE \>\
(Stoke'scher Satz) ¥ FLb) <:Elj§,,

Bedingung: Diese Verkniipfung gilt filir jede beliebige (orientierbare)
Fldche F , die von der (geschlossenen) Kurve o berandet

wird.

Zur Berechnung der Komponenten E%(F) von B(F) in einer festen vorge-
gebenen Richtung T, widhlen wir ein kleines, ebenes Flichenstiick
AF= |aTF| .7, und wenden auf die rechte Seite der Verkniipfungsglei-

chung den Mittelwertsatz der Integralrechnung an.
) z

- 6 A dy - AF
B = b E—— L= L (AF)
" aF—0 AF ) . ‘ /(:—y/li‘ ~ e (X, yray,2)
e -

prow
« e Vy
JXA,,”,) ("‘d",Y*‘A)’, 2)

Wir fihren dies explizit flir die z-Komponente durch

-
4F = ax-ay- e,
Mittelwertsatz:

é/.i' ds = A (%, y20-ax + A),(uax,)z"/ z2)ay = Ax (%,y+ay, 2)4x - A),‘(x,y,z) Ay

—_—
mit x&€x Sxegx | ycy £ ay Da wir die Zirkulation von A nur

bis zur Ordnung Ax-4dy bendtigen, dlirfen wir X=x und y=y setzen.
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dA. (%, y, 2)
Taylorentwicklung: Ax (x,y+ ay z) = Ax (x, 5, 2) + _)LZ/LA L
< JA, (¢ v 2) A, (xiy,2)

_ . = = =T - X
z-=Komp. von § A d§ ) 2 3)’
Insgesamt erhalten wir:

- - : - — —
Rotation von A ' 8#) = ot A = VU x A
ex é’), e,
~b - _ L ¥ ‘ )
VA= |5 oy Tw
o Ao A A,
Eigenschaften:
1.)'K(f) bestimmt eindeutig EY?)( daher'schreiben wir B=rotA.

Beweis:

—

Angenommen es gdbe zwei Felder §1 + B2 mit der geforderten Ver-

knlipfung. Subtraktion beider Gleichungen liefert dann:

| §(5-5)-dF -0
fir jede beliebige Fl&dche ¥ . Hieraus folgt B, = B2.

1
2.) Ist R=grad ¢,so ist |B = rotgrad¢ =0| (c(a §~r\ﬂ:§‘f‘”’"{ =0y ffEAEe

3.) Da eine geschlossene Fldche keine Randkurve hat, ist nach der
Verknﬁpfung §§§GF¥O, d.h. alle Feldlinien von B=rotA -soweit sie
ganz im Endlichen verlaufen- sind geschlossen , oder sie begin-

'nen und enden im Unendlichen.

4.) Jede geschlossene A-Feldlinie ist mit B-Linien "verkettet".

C Verknipfung eines Skalarfelds f(¥) mit einem Vektorfeld g(f)

Divergenz eines Vektorfelds : f(¥) = divB(F) : Gauss'scher Satz

Alle Linien des Feldes rotA sind geschlossen. Dagegen hat grad ¢
keine geschlossenen Feldlinien (wenigstens soweit sie ganz im End-

lichen verlaufen), sie kdnnen aber im Endlichen anfangen oder enden.

Ein MaB flir diese Quell- bzw. Senkendichte sei f(¥). (Je nach dem
£f(¥) > O oder < 0.)
. - = -
Verkniipfung: % Bl F = m f(‘r) LV
(Gauss'scher Satz) F V()

Bedingung: Diese Verkniipfung gilt fiir jedes beliebige Volumen V mit
der Oberflidche F .



IT-11

Zur Berechnung von f (Y¥) bei vorgegebenen §(f) wéhlen wir ein Volumen

AV—0 und bilden: #3’(;),0(;—’
L5 = by e mit F= F(ay)
aV-»0 av

Volumenelement Pay V = AX Ay Az

Fldchenelement A /.-: = -AaAF = sx-acz 'e‘:v
- ! - -
af, =-af - sy-n2 €
4 P d -
A E_ =-A4f, = dx: 8y e,
%5-41‘—! = ("5}0’,);!) * B, (%, yeay, D)ax-az + Zh Ot oy, 2en,
’ - . A"r_’,‘

(%, 9; 2+68 . (X, froy, A
*(Bx(x“”‘/}'/z)-EA(",};I))'A)"AZ* A ‘J

(X+O%,y, 2803 YA Fy

0
Af-ﬂ*—'--* ! AR
- T = P S e
*(52(:(,)/,3*42 5a(x,y/z)).6x Ay = 4%5,3); (X,g+ay 2)

(XEBX Y, 2) L .(x+é\x|\/m7  2)
A

N )'AX'A/V-AZ ‘ 7y

£(7) = olir By F Bew)
3B (x,y2) J Bry ,. )gz
)x * 3)' )Z

- - d
Divergenz von B(¥) v B =

Eigenschaften:
1.) §(f) bestimmt eindeutig das Skalarfeld f(¥), welches die Quell-

bzw. Senkenstdrke von EB(¥) angibt.

2.) Ist B als Rotation eines anderen Felds darstellbar, B=rotA, so

gilt /é&fMEEO'J

3.) Laplaceoperator:

¢ 2 R s
. 3/ ) )
A/"’)f“'@ﬂ/")‘%*@é’ e
Achtung:
Bei den Integralverkniipfungen in A,B,C sind wir etwas leichtfertig

Uber die mathematischen Voraussetzungen hinweggegangen. Sdmtliche
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Felder miissen in allen Punkten des Raumes eindeutig definiert sein.
Flir die Operationen Gradient, Rotation und Divergenz ist auBerdem
Differenzierbarkeit Voraussetzung. Insbesondere diirfen keine Singu-
laritdten auftreten. Ist dies dennoch der Fall, so miissen diese Sin-
gularitéten, durch"Aussparen" der betreffenden Raumbereiche ausge-
schlossen werden. (Mehrfach zusammenhingende Gebiete).

Zwei Beispiele m&gen dies veranschaulichen.

Coulombfeld
Fir E(F) = 2( ) ist divE = 0 fiir T # O

Bei ¥ =0 1st E(¥) singuldr und nicht differenzierbar.

Flir eine geschlossene Kugelfl&dche mit dem Radius R um
T = O ist: ‘

%E-Jﬁ=$§-1JFI = ’%'477”—1 = 47 unab’héngig von R.
f{g(div £ dv)kann man nicht ohne weiteres berechnen, da f (¥) fiir den

Punkt ¥

Um den Gauss schen Satz aufrecht zu erhalten, miissen wir deshalb den

O, der im‘Integrationsvolumen liegt, nicht erkdrt ist.

Punkt ¥=0 aussparen. Das Volumen’w1rd nun von zwei //”’ N
konzentrischen Kugelfléchen berandet und es ist: /! v \3
- - -» _ ' ‘ '?" -
§E2uf - feur - §ELF - or-vr-o g A
. ' £, £, : \ K
. - \\.\" )
"Potentialwirbel". Vs Bx7  ont ace) = Zf_;"é" T

"V () beschreibt das (axialsymmetrische)rGeschwindigkeitsfeld eines
Mediums, das mit der lokalen W;nkelbeschwindigkeitii(f ) um die

z-Achse rotiert. ¢ = Abstand eines Punkts vor der z-Achse: ¢ = xtryt

.\-;‘g i) .("",Y,O):‘ e é’
2re ¢ zre f

¥

A
\V

a) M=§v.ds = § Loy = P,
unabhédngig vom Radius R des Kreises, der die Drehachse umschlieBt.

b) ¥ (¥) hat geschlossene Feldlinien, ¥ = rotRA
(So ist eine beliebiger, fester Abstand A = - f%hinég)g
. (-]

c) Trotz den Eigenschaften a),b), ist rotv=0,
d.h. das Feld V(¥) besitzt €in Potentiall!

(({=Drehwinkel,/»;.4y=—L— y Y = f )
7 /'_—"x"‘/; x»/‘
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Diese kuriose mathematische EigenSchaft des "Potentialwirbels" liegt

daran, daB ¥V (¥Y) bei x=0,y=0 eine wesentliche Singularitit hat, A (¥)

im Nullpunkt nicht differenzierbar ist, und ¢ (¥) keine eindeutige
Funktion des Orts ist. (¢ (¢=0)* ¢ (¢ = 27 )). Eine mdgliche physi-
kalische Realisierung dieses Felds wird durch das Magnetfeld eines

dinnen stromdurchflossenen Drahtes gegeben.

§ 4 Kugel und Zylinderkoordinaten

In vielen Fdllen legt es die Symmetrie physikalischer Probleme nahe,
von den kartesischen Koordinaten zu Koordinatensystemenﬁberzugehen,
mit denen sich die Symmetrie in besonders eipfacher Weise ausnutzen
188t. Fiir uns kommen in erster Linie Zylinder und Kugelkoordinaten
in Betracht. ‘

Zylihderkoordinafen

Ein Punkt P wird durch Angabe von. ( $ s f} z ) festgelegt.

S Senadh ¢ § =7t y?
= " = X g
Vogemy  gmanhy  O<pear
zZ = 2  Z = Z
‘Tangentenvektoren é} ’ EY , §% erhalten wir
durch: ... )P . ) N
€$,~ —)? = »C(:’tfc,‘ #W’aex
222 _ . 2 >
% "t feé t 7Y ey
el = GE

Der Faktor ? bei 8? wurde hinzugefligt, damit é? , ebenso wie die

anderen Vektoren e s ey, ez,ef die L&nge 1 hat. &, , €y ez sind

§

orthogonal und bilden in dieser Reihenfolge ein rechtshindiges Basis-—

system, nach dem sich ein im Punkt P angehefteter Vektor zerlegen
l&nt.

A = Afeg + A,{er ¢ Azce

Im Gegensatz zum kartesischen System hdngen die Tangenten — Einheits-
vektoren éf ’ 67 ' €é jedoch explizit von der Koordinate ¢ des Punkts
P ab. Deshalb muf man bei der Angabe von A durch ein Wertetripel

(A, A¢ ' Ai) aufpassen, auf welches System sich diese Angabe bezieht.

§
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Zur Berechnung von Integralen bendtigen wir ferner

Linienelement dF = df-é's, + g-dy &+ ded,

Funktionaldeterminante: RICH I ¢ . oA dV = .al,» o(y oLz
25,42 2

Zur Ubung berechnen wir die Komponenten des Gradienten und die ¢ —Kom-

ponente der Rotation in Zylinderkoordinaten.

Wir gehen aus von -
b - by = [ B L7

7% :
mit r1é(f ,f/ Z) und r2=(f t ag, ¥ +"f r 2 + 2z). Die linke Seite
dieser Gleichung wird taylorentwickelt; Zur Auswertung des Integrals

benutzen wir die Orthogonalitdt der BasisVektoren

M;f%—z)ay’ ¢ )T%AV’ ¢ %‘Z‘“*"' = Agog v phpap + Ay az

Da s¢, 8¢ ,02 beliebig wdhlbar sind, folgt

7 = ~ - Mz a0 2, 28 2
A= ;W”“Z(flf/z’ TN ) €p ¥ );»ez

Zur Berechhung von (rotR) ,
. 3 Zraz

gehen wir vom Stoke'schen

Satz aus und widhlen die

in der nebenstehenden Ab-

bildung gezeichnete ge- ‘ ~ Xl
schlossene Kurve . ” : (B o
L B A !
(Richtungssinn beachten!) . ;
; : ' ' % fAY

&43.4? i-—Az(r/Y/zwaz)AZ.— Af(f,yfay,z+42)f.47 +

£

*Azi(f/ ‘f*‘k’?/"')“‘Z + A,, ($, ¢ 2)p a¢
Ei-aﬁ-" = B, p-by-s2
¥4

Taylorentwicklung‘von Acff,f+4f,z) und Ar(f,y+47,z+aa)1iefert

- M:t(f,y,z) a4 A (Bpe)
- = me — —-——.—,
é? <7vé.4§, e t s S
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Kugelkoordinaten

Ein Punkt P wird durch Angabe von (r,pP,Y ) festgelegt. Die Umrech-

nungsformel von kartesischen und Kugelkoordinaten lauten:

X = 7 g f ot o ' z‘
7 = /)'M’l} ‘ :
. r
r = /xl,_yz,‘_;z, r > ‘ g :
‘ !
= arccos —2 O £/)<r , - ~y
: M‘/x‘o,’fa" \_‘,}\\\ ! ‘
= ' €y <2 ~ p
¥ m$¥ oy T X 7 4

Die Einheitsvektoren in Tangentenrichtung der Koordinatenlinien sind

t)=j§%§:’A237’Aoivﬂex r.4%¢f‘aﬂmﬂ€; - Aﬂnvﬂeu
- 1 :s - -
= T A e

Im allgemeinen haben die an- zwel verschiedenen Punkten konstruierten

Systeme von orthonormierten Vektoren nic¢ht die gleiche Orientierung.

Die Komponentenzerlegung eines beliebigen Vektors 2 bezliglich des

- >
Basissystems e,,eb,E} erhalten wir durch:

- ‘
A = A,’e,r *Ave_‘,

A (RE)
Ay (.‘T-E,)) = A, ,co“/,caf # A),M‘/wy - As Mﬂ’l}

+ Ay Z,

U]

A,/hlaf,cdy *A),Ml‘va/w'ny + Azmv‘z

A,,=(/7'e’,,) _A‘MY, +A/M§o

. - prs - -> - -» . N - -
Die e-n"v/‘y — €.,¢,,¢, Relationen lassen sich nach ex,?},,et

aufloszen:

é; = 3"_‘/9»‘-1/,4477/ +£-’:)M%w7 'é:fwf
'é;. é:y- Mvamf +é:)»oo)7}.4¢£ny’+ 'é:f_my
é.a‘é.”"c‘”"} —é:)/sol»v‘
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Weiterhin bendtigen wir noch das Linienelement und die Funktional-

determinante:

a/,;! = o £, + »ro(z/Gé.,’, * ”’M’Va‘[}’ 3,,
'(x/ / - | | |
"))—(:% = 7% oA A olV=9~on'n¢/o/4'0/Ve/y

Die Komponenten von Gradient, Rotation und Divergenz lassen sich tiber
die oben angegebenen Transformationsformeln fiir die Vektorkomponenten
aus den kartesischen Komponenten berechnen. Dies ist aber ziemlich

umstédndlich, denn man muf dann noch die partlellen Ableltungen, wie

z.B. A, )(x, y,z)

etc. auf =, 4, ¢ transformieren. Schneller ist der direkte
b
Weg liber die Integralsétze. Als Belsplel berechnen wir die Komponen-

ten der Rotation:

Stoke'scher Satz: &zd; = H 3’4;
oL

i

(vean, Lyrap)

(reaxr, 477

(7,1},rfétff {
\
('r /]

(nv‘u%

) ap- (~ z}uv? f)
2

x : .
Weg r‘.[1 : j A-d? = AY; (7+a7,48.0 y) ,,4,;"(1}'41})‘3? - Ay (*ru,-,vf;ua,o) raf -
-AY (”"‘4‘* f) O’W:}Af + Av‘ (/r+A'r 7/ «/) At

Taylorentwicklung von A nach v‘und-ALﬁ nach ¢ liefert

Y
= gg_f(AY("'*""?J/f)"";“}) - 3—7' Ay (rear,/ y)}o—alfa/y
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Terme der Form ar4s#* wurden gegen Terme der Form ‘radlvernachléssigt

fi FolF = B, (rean, s y) v ini) dF Ay

v
Vergleich beider Integrale liefert: (a4 r kann weggelassen werden.)

7 - _ 2 : 34:}
Auswertung der Integrale iliber die Wege ufz und J} llefert‘analog zu
Jf1 die »Yund ¢ Komponenten.

Der Ubung halberxr berechnen wir noch die Divergenz eines Vektorfelds

in Kugelkoordinaten. Dazu gehen wir direkt vom GauB'schen Satz aus:

g 3-oL7F = | A 3) ,(V

und integrieren lber den oben gezeichneteninfinitesimalen Kugelaus-

schnitt.

gé’o(/&. = 3,,, (»vmfr/»z/‘, f) ~(~+Ao)14»'«4/o(1}'(;/ - '&,,(/r,z/fy) ';‘Ao'« 1//1/4(/*
£ — | | |
* 8y feaid g ) (P at) Lyl — By (2 ) > A, Ly oo s

| *35, (4,7/‘,({96()0)44{1}0(4— "19 (/rf/y),y,/,,/,/,y

) ~(~*8 ("V’/S’)) Aont}o(rrl/—t/’/f )‘,(MJ{,G’;%W)&V -(fro//oly +

) . .
)l{ y(* i}y) ’ro('ro/{/l'//u

a4 YrBote) | A M) 7 Oy

b, /(")\E'&, 8 = 2 ) +/r4..u Y )»F Y J¢

Zur Demonstration wie sich die Auswertung eines Volumenintegrals durch
Ausnutzen von Symmetrien vereinfachen kann, berechnen wir das in § 2
angegebene Integral unter Benutzung von Xugelkoordinaten HK bezeichnet

das Volumen einer Halbkugel vom Radius R lber der x-y-Ebene.
Th

~ 2
%zdv =mz""tm-fllmlfo(7 - S SJMIMJM‘/JJ fa[f
HK

Hk

K T
=Z Rt (famit| )o2n = 4 R

Die Vereinfachung riihrt daher, daB die Grenzen der 3 Integrale nicht

voneinander abhéngen.
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Zusammenstellung von wichtigen Formeln

Taylor'sche Formel (Entwicklung von ¥(%L2) um den Punkt?}(¥q3m¥g

{0420 = {06,420+ AT~ Grod{(y + 4, (/N\?.a;pacé?)(m.@m—() L@+, (A3-7-%)

2 ’\4‘) AX =% =¥,
; M’[Axr— A‘é 30 /f\t_:)"‘;'"_j T(YO,'Lfol?O) ‘Q\j (J—.f,
Je ' L =2 - 20

totales Differential einer Funktion f(x '/ Yr2)

) P (y4t) ¢ (\‘l (“ (f ’l}) Iy j R
4] = 20080 gy 2EELD Lo+ S = oot -

Umformungen

1) grad {4, fu)l = R %rad .04 * £, (7)) srod H(rJ

{1

3V s / " N7
2) grad ?\/‘\(;’ '\"”L(‘:)z‘. = (\\‘/“ v) v?_ +&v1 ) '1 'IT' \,'/,‘X 0% \‘/L + \/1 [T \‘/’f
, > .
’ : NG . i i .
3) div {f(ﬂ Vil o= L diy N 4+ N 5?&J£
¥ v ; 3 V] ~/> v 3
) aiv {GOXTTD = NV =Y 7
5) div grad F(3) = A F(T)
"-) -
6) div rot \/(T) =0
N7 : N e \ >
7) rot {0 V] = 4V o+ (Gradi)x N
: r -3 2 —> - , > — --‘-> > N T:s
8) rot {\/,'L,\} % ",/’,‘,(I-()L’ "(\/LV’} \‘//1 ——’{Z V) \/L _!\_‘, vﬂ d,l,l} ‘/L . 2/?' (chk ‘/1
‘9 rot rot B = gpddie X - AR
R — —> ) -
Nabla Operator VvV = EX%7—+ €?'§?‘+ €2~%€- (Vektor Qperator)
- ¢
~ .7 )
Vektor-gradient Qxﬁv_, "%?”%AW7F74‘Azgﬂ' (skalarer Operator)
Y z )

Rechenreééln fiir ’T/ (A 'BC_Dﬂ.,_.-“f_;_)__,_

A,B,C kdnnen skalare oder vektorielle Gr&Sen sein. (7@,,,_)
kann Gradient, Divergenz oder Rotation bedeuten, je nachdem ob

zwischen ¥V und (....) kein Zeichen, ein e, oder x steht.

1
\
v

_ ‘ 4
1. Schritt: V/{tTc,. .. = = v(f-?:c Yaware, )+ WREC . J

Der Pfeil gibt an, auf welchen Faktor ¥ angewendet
werden soll.
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: 1 .
2. Schritt: Forme ABC... nach den Regeln der Vektorrechnung

so um, daB die mit L versehenen Faktoren direkt
- ‘i V—’>
hinter V stehen z.B. A*XB= —EXZ AB ele
. } l/ . = , D
3. Schritt: interpretiere VB I UB= God?B ; VR= aw®

ViR = (91‘0!{ B)‘ , Vx _é = 7 % ) ( W‘PCL"}&CK l. )
Lo
Beispiel: dlv((pA)-JV (O‘Uﬁﬁ V7(¢ﬁ)+ v(d L) = <A

=V F L TR = (%adgﬁy o (dio By d

Neben den Integralsétzen'von.GaW3und Stokes gibt es einen
weitern Integralsatz, der im Kapitel Uber Materie im elektromg.

Feld gebraucht wird.

li

7> =

mﬂ%—g dvV = @d?x L = ._#) Aa ¥

weitere Formeln:
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6 Dirac—Funktion

Unser Ziel ist es, die. Ladungsvertellung einer Punktladung formal genau so zu behandeln
wie eine ausgedehnte Ladungsverteilung. Fiir eine Punktladung @ bei r = 0 schreiben

s p(r) = Q §(x), / / / 5(r)dV =1

Die Funktion §(r) heisst Dirac’ sche Delta Funktion. 6(r) soll = mit Aussnahme von
r = 0 - iiberall gleich Null sein. Um eine endliche Ladung @ zu beschreiben, miisste
dann 6(0) = oo sein, sodass das Integral dariiber gleich 1 ist. Die Krux an der Sache ist,
dass es eine derartige Funktion im strengen Sinn nicht gibt. Das macht aber iiberhaupt
nichts, denn wir werden §(r) lediglich als Kurzbezeichnung fiir eine Funktion auffassen,
die nur in einem winzig kleinen Raumbereich ungleich Null ist, und deren Integral den
Wert 1 hat. Der Vorteil der Deltafunktion besteht u.a. darin, dass wir nun in der Lage
sind 1/r formal bei r = 0 zu differenzieren und, dass der Gauss’ sche Satz in der Form
von I1.3 gilt.

Wir betfachten zunichst den 1-dimensionalen Fall.

Die definierende Eigenschaft der Deltafunktion besteht in der Relation:

/ ~ f(z)d(z) dz = f(0), fiir jede bei x=0 stetige Funktion f(x)

Diese und nur diese Relation werden wir im folgenden benutzen. Statt Foo kénnen auch
beheblge negative/positive untere/obere Grenzen im Integral stehen.

Daraus abgeleitete Eigenschaften und Analogien sind:

a) Die Deltafunktion ist eine Verallgemeinerung des Kronecker —Symbols auf “kontinu-
ierliche Indizes”.

diskrete Indizes: fx = Y fibjx

: j
kontinuierliche'Indizes’ f (z) = / f(z")é(z' — z) da’
—00
b) 6(z) kann als “Grenzwert” (,der aber im iiblichen Sinn nicht existiert) von Funktio-
nenfolgen d,(z) aufgefasst werden, wobei das Integral jedes einzelnen Glieds dieser Folge
gleich 1 ist und die Funktionen sich auf den Punkt 0 zusammenziehen.

. LY

¥ - .
Z.B. za -;uﬂ’ le< 4
S(x) = ‘

(-3

: 1
v fér Ixl > a e
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c) Rechenregeln:

§t-%) = Sco |
x'f(x) = 0
§eax) = lal L {0

d (a2 ='—— ( J(’N—a’) 4 8()( QJ)
j«f(x—a,)f(x-ﬁ)c& = rf(a—«@)
fwde-a = fa) [ (x-a)
Diese Eigenschaften sind so zu verstehen, daB jeweils die

beiden Seiten einer Glelchung unter einem Integral {iber x

dquivalent sind.

. . . . L -
CQ Mit Hilfe der "une;gentllchen Funktion [00 kann man z.B.

auch die Sprungfunktion 6 ¢ bei x=0 differenzieren!

‘ o 4‘ &}‘ X>0
9(x) = , f ‘
g }u.‘r X <0

% oo = f(x),

e) Die Deltafunktion 158t sich (formal) differenzieren, wobei

JVCX) ‘folgende Bedeutung hat
&’00 / ,
f/(y)S(,v—x)dy= - f w0
-e0 - :

W ’
Entsprechend fiir § oo etc. Beweis durch partielle Inte-

gration.

#) Die 3dimensionale J¢#) - Funktion 148t sich auffassen als

§¢#) = fcx) [cy) fce)
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& 7 LEGENDRE Polynome

Ba elnzelne Multlpole durch vbllig verschiedene Ladungsverteilungen
erzeugt werden kdnnen,miissen die Multipolpotentiale QJr) fir r#0
L&sungen der LAPLACE-Gleichung sein.

) 7
6, ) = e e Plea®) it AP =

Nach Umschreiben von 4 gewinnen wir hieraus die Differential-
gleichung filir die LEGENDRE-Polynome.

Ne—

A (rH)e T 2. ) }MJ.%;,(M/ a¢m/))

2t o

a".

o ‘) . P lem?)
n(n+a) ,,,,(le) + 4”7_)7 (M‘l/ ) ( =0

Substitution: x=cosV¥ P (x)=y

LEGENDRE 'sche Differentialgleichung:

(’/-x")y“ - Zx/y‘ + m(:”l‘d) y = > ocle »
L(1x) yen) + m(mer)yorm O

Die‘LEGENDRE'sche Differéntialgleichung und speziell die
LEGENDRE 'Schen Polynome haben eine Reihe interessanter
Eigenschaften: |
l) Die LEGENDRE ‘sche Differentialgleichung hat fur ganzzahlige
n (= 0,1,2,3,...) die PolynomlOsung P (x).
2) Die zwelte von P (x) linear unabhanglge Losung der Differential-
gleichung ist bel x= +/- 1 singulér,z.B. ist fir n=0 :

A )

aA-x

3) Die LEGENDRE-Polynome zu verschiedenen (ganzzahligen) n sind

im Intervall (-1,1). orthogonal.

( porr,code <2

2m+T  Tm, am

4) Die Funktionen Pn(X) bilden ein im Intervall (-1,1)
vollstindiges Funktionensystem ,d.h. jede in (-1,l)definierte,

stetige Funktion f(x) 138t sich nach den Pn(x) entwickeln.
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Bewéis zu 3):
a (»ra) &(x) -+ :lii—x[("'lz) /z:caz)] = .

»”1

m(o-u—v) {””(x) + ’T‘f [('I"Kl) \f‘ (")] .‘ 74

Multiplikation der ersten Gleichung mit Pm(x),der zweiten mit
Pn(x),Subtraktion und Integration filhrt auf:

+q +1 . ’
[.,,_(m,u)-m(mur)] g /:'(x) i;(x)o/x + f{g”(x)';‘z.i[h-x‘)f‘:(x)] - &tx). ‘T‘i [(4—,n) &”(x,] =0
. -1 -

Partielle Integratlon im zweiten Integral
1

f}’ om [(4—-:‘)/’«)]&: .69 (1-2) P (x)l f(a—,a) P 00 P ey ol

Lot/

-4 ~ ' .
o \ ) Y \
f'i(")r,?x [C‘I'*")&C")] Ax = [;60(7-)3)&:(1)' - f(*{—x") Lol o) ol
R 4 . B -A -
Die Différenz die$er:beidenvIntegrale ist null.Fiir n#m wird’also ‘
f £ o };(x)o{x =0 (& m)
S ‘

Den Wert des integrals fir n=m kann man z.B. {iber die Darstellung

w) = 2 (x -—4)
2

3\;

bestimmen. , ,

Die LEGENDRE-Polynome Pﬁ(x) spanneh einen linearen Vektorraum(l
auf(d.h. sie bilden eine Basis inﬂ.) Die Elemente a,b,c des
Vektorraums sind alle in (-1, l) deflnlerten reellen Funktlonen
f(x) mit der Eigenschaft

ka .
f / ) oAx < oo ("Quadratintegrierbarkeit")
-

Insbesondere fallen darunter Polynome.
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§.8 Transformationsverhalten von Skalaren, Vektoren und Tensoren.

Bisher hatten wir die Begriffe Skalar (=Zahl) und Vektor (re-
prdsentiert durch einen Pfeil) benutzt, ohne zu sagen,was die
mathematischen Eigenschaften dieser Gr&B8en sind. Es ist uns selbst-
verstdndlich, daB eine skalare GrdBe ¢(# nicht von dem gewdhlten
.Koordinatensystem abhdngt, und daB die Komponenten (Al,AZ;AB) sich
von einem Koordinatensystem K in ein anderes K! so transfor-
mieren miissen, daB der "Pfeil" A invariant bleibt. Es gibt jedoch
Fédlle, die nicht so einfach sind, z.B. . '

Kreuzprodukt C=AxB kann eigentlich kein Vektor sein.
in K: éf(Al,Az,A3) B=(B;,B,,B,)
C=(A2B-A B,,A_B,-A B3,A1B2-A2Bl)

37372717371 1
Spiegelung am Nullpunkt:

. [ . -.= - - - “.= ._ - - .
in K's B=(-A,,-A,,-A;) B=(-B,,-B,,-B;)

C=(A,B4-A3B,,A3B, A By, A)B,~A,B,)

d.h., die Komponenten von C sind in K

und K' die gleichen, fiir einen Vektor

missten sie jedoch ihre Vorzeichen

wechseln. AuBef bei Spiegelungen ver- ‘
hilt sich AxE wie ein Vektor. Bei Spiegelungen
4dndert AxB jedoch seine Richtung.
(Pseudovektor, axialer Vektor. )

Spatprodukt (ExB)¢ T &ndert bei Spiegelungen sein Vorzeichen.
(Pseudo-Skalar)
Quadrupoltensor oder Trigheitstensor. Worin besteht der Unterschied

Zu einer Matrix?

Skalare, Vektoren und Tensoren reprisentieren bei uns physika-
lische Gr&Ben, die unabh&ngig von dem gewdhlten Koordinatensystem

sein sollen. Ein und derselbe Vektor (Tensor) hat in verschiedenen

Koordinatensystemen natiirlich verschiedene Komponenten. Der Ein-

fachheit halber wollen wir uns auf lineare Koordinatentransforma-

tionen beschridnken.



y% e
Yl-—-—-—--- 1 Po ($°l3‘\)
1
TR
t
- { -
& % X

Ein und derselbe Punkt P wird
K' durch (xo,y )festgelegt.

+x.8.+x.8

=%y 1 2%27¥3€3

X]=511%1%512%5%513%;3 X TUpy At Uy p%5+0; 3%}
L =
X275 21%1%520% %5 3% %=Up1%{*U; 5% *U23%3 >
o ‘ =
37531%1%932%2%533%;3 x3=U3y %y + Y32%2*V33%3
in Matrizenschreibweise: »
¢ o ‘ \
X, X, : ' ’ Xa X,
;| = S‘ X, : ' ' X, =jLL"§
X X/ % %
G a2k (Xa %) U = 2Xe(XesX3,3)
ik Sx, | ce )i
V'S ist die zu U inverse Matrix und umgekehrt.
7511 ’qu S;J “ﬂ LL'IZ 1143 - ‘
SelS S S UelY 4, SU=US-1
%1 %z SB 4 ng ‘l

wobei Z die Einheitsmatrix bezeichnet. S=U-1 oder u=s~1
Man gewinnt U-l‘(S-l) durch Aufldsen des Gleichungssystems *)

nach xj,x},x} .

Bewelis fir U-+S=1:

Bilde (US),,= Z U,S . Z 39X (Xa Xy X)) | éx,,(x,,xux,) - o _ I

IX, X, dx) <L

Das nacheinander Ausfithren von zwei Koordinatentransformationen:

zuerst Si und dann S, kann durch eine einzige Transformation S

ersetzt werden.

2°S

1
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Die Richtungsvektoren a in Richtung der Koordinatenachsen von K' hingen
mit den Einheitsvektoren_ é; = e,‘ 2 ez = é'), und -é, = é’, durch folgende
Vorschrift zusammen.

- \ A =t

- - -l -
beniitze: X -& + X, & +X,€, =X, & + X, &, + X} &

1 1 7

TR
ot = bx., (X,,X,_,X,)* )Xz (quxux;)“ )X) “,,X;,X, g =
i

Mo
o~
o}

- dX: KA Xy <! IX, e ks k
3 3 \
= Xe (X»v /xz/x:) -\ -\
e e = e
k .e; IX, £ ; Sff‘-_f

(Beachte den Unterschied zur Matrizenmultiplikation)

Eine besonders wichtige Klasse linearer Transformationen sind die sog.
orthogonalen Transformationen, welche Drehungen und Spiegelungen be-
schreiben (von Streckungen wollen wir absehen) und die Besonderheit
haben, daB die Einheitsvektoren "e‘k‘ orthonomiert sind.

Orthogonale Transformationen:

d.h. die zu S inverse Matrix § ' ist gleich der transpo nierten Matrix
von s: (§ ), = ' |
<k

-
Beweis: z.B. S § =4
k4
(s7s). -Z Sk > =,;Z,,5u5u - 8.8 -4,
kec/;e»rz»re?el: (AB) = BTA (Ar)r= A~

Orthogonale Matrizen haben die Eigenschaften:

a) Zwei Zeilen (Spalten) Vektoren sind orthogonal und normiert.

Zeilenvektoren: Z S.. . = f
7 /‘7 ~k
Spaltehvektoren,: Z S 4 7 L ° J' <k

b) Determinate von S hat die Werte 1 (reine Drehungen) oder -1 (Dreh-Spiegelungen).
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Beispiele orthogonaler Transformationen.
a) Spiegelung am Nullpunkt
-1 O 0
S=(0 -1 0
v oo -1/
b) Dre.hung’des Koordinatensystems um die z-Achse um den Winkel §

PIVY S | 78
S= dond <o § 74

J /A 1

Zur Symbolik:

7 bezéichnen denselben Vektor in K und K'. Der Strich bei F'
dient lediglich zur Kennzeichnung, welches Koordinatensystem gemeint ist.

-~b -\

Ebenso ist T.= T -
T, »' als Rurzform fiir (x,, X2 1%5) bez. (x,,‘,‘x,_", xg‘) . Es ist x. ¥ XA-" I

.TlT‘ajtls Kurzfom flir (T‘k) bez. (T\k) T *T:;L |

<

Ausnahme: é; und -é:' verschiedene Basisvektoren.
Ubersetzuhg von VelctorbezeichnungsWeisen in Matrizenschreilbweise:
g -y ‘T k
A*B = A8
“y .y ‘

ATE= 4 T8

Transformationsverhalten

N . ] ./ ‘ "
‘Skalaré (= Tensor O.ter Stufe) : . ¢ = ¢ ~

Skalarfeld qS(F/ = ;éogy,z) | ¢6‘ﬁj'ﬂ3’) =542

- Lt '
Beachte, daB ¢( ) und $(7) zwei verschiedene Furktionen ihrer
Argumente sind. Die Werte von <}S und ¢ sind jedoch dieselben, wenn 7‘: T
den glelchen Punkt im Raum bezeichnet.
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Vektor /T (¥) : (= Tensor 1. Stufe)

Die Kamponenten von A transformieren sich wie die Kamponenten des
Ortsvektors

2

\
A = 2

axk‘ (Xay X2 1X3)

A;

“aAZa

A =

S A

9 x":

. Das Skalarprodukt zweier Vektoren R und E ist eine Invariante.

2 ' 3 é \ ) '
- vt Xk(xdl"‘l"). Xi . . =
= ,,Z“Ak Blz = g% Ix; )x?- 44' 5,7
2 - -
T (&8 4 =3 a5 = 08

2, 7
(Diese Definition des Skalarprodukts gilt‘ nur fir rechtwi%hklige
Koordinaten. Warum?)

Matrixschreibweise:

/Z\. A‘T'4B\ AT(S"YS.) B ' AT‘B

-

§ = =) 54 =

Tensor zweiter Stufe T

Die Kamponenten Tik transformieren sich -wie die Produkte der Kampo-

nenten zweier Vektoren

2 3 ! 1
\ ka )Xc
T =22 v T. .
ke 5 5 Xy Bx) Ay
D=
= S . S 1
k.t _‘-/;' (7 17 )
\ 2 -
T'=ST-S
Die skalare Grdfe ATB ist eine Ihvariante
RAY LS Y
-T'B =
ATB =2 4T85 N .5:7.47 S Sun i Sus Be

=2 _ A T B, (508, )0(30 &) =2 A T..B8, =
710-:4‘ Vs ot
Matrixschreibweise:

alevi '

AFF = ATT'8 =(54)srs (8 =4"S'STs's8=4"T 8
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. Tensoren n ter Stufe 'Tlhkllu.‘k“ vhaben n-unabhdngige Indices und
~ transformieren sich entsprechend wie 1ik .

'

Wir beantworten noch die Frage, in welche Rubrik Kreuz- und Spatprodukt
einzuordnen sind.

Kreuzprodukt:

ZXB=E ist eigentlich ein antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe

o] Ta Tz . Tie= A/ B, A8, = G
T = *le O T?-.B T;k = AI—EQ = Ah-B‘ T13 = A’T ’BJ _AS Rn’ = - Cz
~Ta ~Ta3 o] , ‘ 133 =‘A131.-A{BL¢ C

In einem d—dlmen51onalen Raum hat T: —-d(d—1) unabhanglge KCmponenten Nur
fir d = 3 ist —-d(d-1) = 3, d.h. allein un dreidimensionalen Raum 148t
sich A B, - -MAB; als Vektor schrelben, und auch dann nur, wenn Spiegelungen
ausgeschlossen~werdeh. (Im Gegensatz zu einem Vektor &ndern bei Spiege-
lungen die Kamponenten einés Tensors zweiter Stufe nicht ihr Vorzeichen.)

Spatprodukt:
V=(RxB)C = AB G- A BG + ARG - AaR (s +A33 C ~ArB G

= vollstandlg antlsymmetrlslertes Produkte von A, Bkcf

kixﬁyE ist eine Kuriform fir eine 3¥3 Determinante,welche ihrerseits

identisch mit einem vollstdndig antlsymmetrlschen Tensor drltter

Stufe ist, der nur eine einzige unabhdngige Komponente hat, Im Gegeh—
- satz zum Kreuzprodukt lédsst sich das Spatprodukt auch in Riumen mit
beliebiger Dimension n als Determinante von n Vektoren A,, A, eee A,

erklédren,
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§_9'Hauptachsentransformation eines Tensors zweiter Stufe

Ein symmetrischer (reeller)Tensor zweiter Stufe hat die
Besonderheit, daB man mit Hilfe einer orthogonalen Transformation

stets ein Koordinatensystem finden kann, in dem Tik eine

Diagonalmatrix ist. Dieses Koordinatensystem heift Hauptachsensystem.

: Tu Tz Ty :
gegeben: T durch | Tu Tea T3] in K ) Tt = Thy
Ty T2 Tas |
. Tw © o
Transformation: T' = STS—l mit (o} 7?; 0] in K'
o 0 Ty

Wie findet man das Hauptachsensystem? ,
. 1 .. / -1 i 4)1
Wende STS * auf einen VMektor ¥/ an: (sTs W)Y =

! i
Flir einen Vektor in Richtung der Hauptachsen muf ¢’=A'P' sein,

3 . 1 1 L] :
wobei A— Ty Too oder T35 ist.

STS'V = 4¥ A~ TSV =ASY A Ty=A¥

Hauptachsensystem (= Vektoren ¥) und Hauptwerte (= Eigenwerte A )

finden wir iiber das Eigenwertproblem:

TY =AY

Eigenwertproblem:

KTM “/\) \H + T ,\LL -+ T13 \76 =0
Taq %, + (T ")\)V’L + Tu % =0
T34 %, + Tsz VJL + (Ts3 "/\)'\/_J; =0
Damit dieses homogene GleichungssYstem eine nichttriviale

Losung besitzt muB die Determinante Null sein. Dies fiihrt auf

eine Gleichung 3. Grades, die in unserem Fall 3 reelle L&sungen
A“) }\( %) /\(3) . ‘ ;
) ) besitzt.,

T:H" A T11 ) T13

_ 300 s
l24 Tu-A T23. <=——,\+ol)\4+/>')\+)*=0

Sdkulardeterminante:

T34 Tz Tig-A
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Aus der Losung des linearen Glelchungssystems gewinnen wir die

3 zugehdrigen Elgenvektoren. '%“), V(u R

Satz: gegeben ist elne reelle, symmetrlsche Matrix T, ik’

a) Eigenwerte )\ 51nd reell .

b) Elgenvektoren'Y' ’ ale zu verschledenen A's gehoren (
sind orthogonal. ‘/‘U)“ Z"/Jz Y =0 L Y)*’\ "

c) Hat die Eigenwertglelchung mehrfache Wurzeln, so sind

" die zugehdrigen Eigehvektoren im allgemeinen nicht

ofthbgonal, aber linear uhabhéngiq; kdnnen daher

nachtrédglich ,orthogonalisiert" werden.

Beweis zu a) ‘ TY¥=4 P | ,
i te Kompqxiente: 3 Z' Ta % = )% =
multipliziere mit ¥~ und z: ZZ T e = A Z “P' E,
konjugiere kompléx ~ _-‘&P e VA /\ Z— l‘l’.‘ gr
vertausche i mit k, T =T % Tk% XGZ’ b %-

ik k,i Z

PN

hleraus folgt A= A . Da T, ik und A reell sind, sind die Elgen-
Vektoren"/’ ebenfalls reell. :

C o . C (()
Beweis zu b) 4 T Y q{’

la} - \P )\(z) ,\P(z)

') /\(‘),)b
i te Komponente von ) ' ZTJ., Yo =

(4) (]
multipliziere mit ‘F‘ undZ Z 2;. "F A )Z Hpc % @
(9 _, (Y
ebenso fiir ) Z‘: ()T'/L "’/Z_(z) = /\ Z YT ®©
Differenz, (i« k in Gl 2) (AV)—}\-U')) Z__ 1//(:‘) %.(1.) =0
d. h. | %,
3 v Yy
W v 0, U
VoA A W=7 Y b =0

1=4
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§ Lemultipolenﬁwicklung und Kugelfunktionen

Die Multipolentwicklung einer beliebigen Ladungsverteilung
haben wir in -l_l_T.S.bis einschlieB8lich dem Quadrupolterm angegeben.
Wir wollen nun untersuchen wie man die komplette Multipolreihe
findet.

Multipolreihe ¢(E) = Z qm.m Cbmjm(‘:)

Multipol | (PA‘M(F)= —— . M“ YMW )

n kennzeichnet die Ordnung des 2"-Pols. AuBer n braucht man

- wie sich herausstellt - noch einen weiteren Index m, denn
bereits ein Dipol (n = 1) hatte 3 unabhéngige Komponenten,
ein Quadrupol (n = 2) 5 unabhidngige Komponenten. 9nm heifen
die Multipolmomente der Ladungsverteilung.

Da ¢59 auBerhalb den Raumbereichen wo Ladungen‘sind, eine

L&sung von.,A¢’O ist}ﬁnd Dm beliebig sind, muB auch gelten:

ACPMW(_T'):O\ /@%w- A‘_T \(Mu‘(‘;) Q)] =0
In Kugelkoordinaten liefert dies:

4 3‘#{9@) 7 YA, kp) o )
/.)W,S ’a,ﬁ—( S ) 1’{) 3‘[’ £ m( +4) Y(D,(?) =

'lee Kugelfunktlon HQVJ f}hangt nur von den Winkeln 9 ;Y nicht

- dagegen vom Abstand r ab. Aus physikalischen Griinden sollen die
L&sungen wad4@ dieser leferentlalglelchung die folgenden
Eigenschaften haben:

(3, Prem) ~= ‘Y(J: ¢)
(T, 47) =Y (9

Auferdem soll&qu)vfﬁr keine Werte von'ﬂ,‘ﬂ Singularit&dten

haben. Wir vermuten daher, das ;(fhwrals Polynom in,cosa, sina',
cos¥>und sin¥ geschrieben werden kann. Diese Funktionen finden
wir durch folgenden

Separationsansatz: | \{(mqy ='T79). F(¢)

Einsetzen in'die DGl, liefert:

2
dTd) de«’Jg _
?T(M d\T( A )+M(M+4_\4w3} {r(‘e) dot ©
[ka%‘und.?_ggghhangige Variablen sind, kann diese Gleichung nur

dann erfiillt sein, wenn die Klammerausdriicke {u..ﬁ konstant sind.
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Es ist‘zweckméBig, diese Konstanten —m2 bez. +m2 z2u nennen.

m ist reell.

aud  d (.4 dTO) 1y 2
(1) SONE \'m&d% )+m(u+4)mu»3 = 4 AU

1 d'Fle .
Fle) de

()

i
]
3

Wir diskutieren zunichst die DGl. (2).
W@

N ! t ~twp
F@O+m FlO) =0 N Flo)= ¢ odex €

Andere mégliche Ldsungen wiren - ganz wie'erhofft - siny und cos( .

Aus Griinden der Einfachheit der Darstellung wdhlen wir die Form

TP
:E,A“F)‘:e M=Q)i4)i'2_)"‘

e im¢ wird durch die Wahl negativer m-Werte automatisch eingé—
schlossen. Die Eindeutigkeit fordert, daB m gleich einer ganzen
Zahl ist.
Gl. (1) besagt, daR T(V) von n und m abhdngt.
| -4 d . q dTH Y o
()w$ IF (/aw$ 'ZT&_) + M(uu)/?w—ﬂT(ﬂ) e T =0

"Wir fihren nun qés%%? als‘neue Variable ein.

0 _ ey d_ d
{{9) = S(§) F... ‘=-‘~f)'wsz—§-.‘.
P4 L0 FIB0T ¢ [ gy w9 o

Fir m = O (d.h. \Lg&dhéngt nicht von ¥ ab) ist diese DGI1.
identisch mit der Legendre'schen DGl.(s. §l1). L&sungen mit den

geforderten Eigenschaften erhalten wir durch folgenden Ansatz:

S(}) = (- T B

Im Gegensatz zu den Legendrepolynomen Pn(}) ist S( %) kein

' jul coiwd
Polynom. Jedoch wird nach Abspalten von (l—?) /25 /mum%f
) iml

n
singulér.lﬂ:'pF) heiBt zugeordnetes Legendrepolynom

(- }z) ’P'l( §) -—2(\««“—4)}—},'(?) + [ Mty - iwl(tmm)’]?(g):o

Durch einen Potenzreihenansatz wdre leicht einzusehen, daB diese

(} ) ein Polynom in ? und ist damit garantiert ni-rgends

N i
DGl. Polynomldsungen hat. (Die Zweite, von PX“‘E) linear unab-
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LR N
Wty TREe

h&ngige L3sung..ist bei §= t1 singuldr).
Zwischen'Pn (?) und Pém’(?) gibt es einen einfachen Zusammen-—

hang:
w = 0: Pg(}) = Pn(f)
\ml= 1: (1—‘51)- pl}l(}') -2(1+1)¥ lel(§)+[£n(n+1)-2]vpr];9= 0

Wir vergleichen mit der Legendre'schen DGL:
1 -
U= oy T+ [ated =0T R, -
differenziere:
2 M tqf } ‘
U-IRT -4 §IR T+ Lacsd =2 17T
d .y . im
d.h.a§Pn(§) ist proportional zu Pn(}).
iml)l: Entsprechend zu imi= 1 differenziert man die Legendre’sche
DGL im| mal.

d?”?¢

Nichtganzzahlige Werte fiir n,m wiirden stets LOsungen liefern,

Zugeordnete Legendre-Polynome: T) S)
(Polynom vom Grad n- {m>0 !)

die entweder nicht eindeutig,oder bei 3= O,W'singulér wdren.

n=20o,1,2,3
jm{=0,1,2,...,m d.h. flir gegebenes n liuft m von -n,...,n.

Wir listen einige dieser»Polynome auf:
= T
By =9 =x ;A =
B9 = H =—§-x-§-_ SR =3x . W =3

& ] s 3 1 2 2 3
%(}() ':(Ps()() '=2"x—2§x)'?3 (&)’?X-% )3?3 (K):/IS_)( J. ?3(79 r»/f
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%
Es ist Konvention die Kugelfunktionen va (0 @) geelgnet zu -
normieren
)" tmzo ] il A
£-|wl)! Al
5 hEe V 2841 v( . 'SP (esY) e
llw( ‘e) ot co 4T (f‘HWD! Pua /F/@

Wir listen einige der Kugelfunktionen auf:

i ¥ V/W\' A \jg‘ww.(?)_ o
o 0 ‘/%—" ; ]
f | o YF‘T,? s | | )

o ,\P
T4 -‘V-&;? /Jvu& -
| 3,29 4
2 | o V%—'(zwsﬂ 2
4 e pmd ca;ifl
420
t2 | F owd e

Wichtige Relationén:
- 27‘/(

OrthogOnaiitétsreiation: f Ye w (ﬁ (P) Ye w’ ("9 (P)Wa Jﬂd?:gﬂ’g f

' Addit‘ionst‘heorem: ‘ | (FQ (C&S‘*) Z Y(’ w (’3 (f)) \(9 w. 19 (P

12 +41

Y, bezeichnet den Winkel zwischen
)
den durch (O:‘P) und ('3,?’) fest-
- gelegten Vektoren.

Entwicklungssatz: 4{(’)14’) = Z Z ‘ff‘w. Y".‘*
L

¥£.w = f

[s)

Jackson, Classical Elektrodynamics, p. 64. Pz‘ (609’) hat dort aber eine

f 200) You U, 0) picd dddp

%)

‘andere Bedeutung. Die Vorzeichenkonvention ist nicht einheitlich!



II;/-37

11 Nichtlineare, dispersive Wellen: Solitonen

Die Maxwellglemhungen und die hieraus abgeleitete Wellengleichung sind linear (wenig-
stens soweit p und j nicht selbst wieder von den Feldern abhingen). In einer Raumdi-
mension und ohne dufleren Antrieb gilt:

52 1 6 :

Die d’Alembert-Losung fiir den freien Raum lautet
U(z,t) = fP(z ~ct) + FOz + ct),

wobei f&*) zwei willkiirliche Funktionen sind, welche in :I::i Richtung laufende Wellen(-
berge) beschreiben. Diese Wellen breiten sich formstabil (= dispersionsfrei) aus und
durchdringen sich vollig ungestért.

Wellen in Hohlleitern oder in Medien mit einem frequenzabhéingigen Brechungsindex
zeigen jedoch Dispersion, d.h. Wellenpulse zerlaufen mit der Zeit (storend fiir Nachrich-
teniibermittlung!). In vielen Fillen, wie : B. Flutwellen, kommt Nichtlinearitit dazu,
d.h. die Ausbreltungsgeschwmdlgkelt dndert sich mit der Amplitude. Beide Phinomene
‘kdnnen zur Bildung von “solitiren Wellen” fithren, die sich ebenfalls formstabil ausbrei-
ten. Das Paradebeispiel ist die KdV-Gleichung (Korteweg de Vries)

- 1 8u(z,1) 3 h? Bu(z,t)
PR T + (1 + Eﬁu(x t)) (x,f) + R 0.

Die einzelnen Terme dieser Gleichung lassen sich wie folgt verstehen:

(1) Umschreiben der linearen Wellengleichung:

9 od\[(o o e

Diese Gleichung kann fiir ¥ = u(z,t) durch

0 0
—_— t
<Bt +c(9x) u(a: ) 0,
mit u(z,t) = fH)(z—ct) erfiillt werden. (Faktorisieren mit umgekehrter Reihenfolge
liefert f(-)(z + ct).)
(2) Lineare Anteile der KdV-Gleichung

Ou(z, t) + ¢ (au(x’ J + a3u(x3’ t)) = 0.

ot 9r Y g8

Dies 16st man durch u(z,t) = Aexp (i(kz — wt)) mit w(k) = cok(1 — a/cok?). D.h.
Wellengruppen mit gréferen Wellenzahlen (groferen Frequenzen) laufen langsamer.
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(3) Nichtlinearitéit (ohne Dispersion)

Ou(z,t) ou(z,t)
| 5 T co(1 + bu(z, 1)) 5 0,
d.h. die Phasengeschwindigkeit nimmt mit der Amplitude zu. Die “Losung” ist ge-

geben durch

u(z,t) = fO (3 - o1 + bu(z, 1))t)

Beispielz fH)z) = (1—|z))©(1 - |z|) (Dreieck—Funktion).
(a) Fiir egt —1 <z < (1 + b)cot ist

142 —cpt

w(e,t) = —— beot

(b) Fiir begt < 1: (1+b)cot <1 < 1+4cgt oder begt > 1 (14b)cot > x > 1+cqt ist

1—z+cot -
us(z,t) = ————
2( ) 1-— bCot
t=20 begty < 1 begts = 1 begty > 1
:
]
:
I
C()Itl Coty Cots 7 €

Abbildung 1: Fiir Zeiten ¢ > 1/bcy kommt es zu “Brechern”.

(4) Nichtlinearitit und Dispersion: Solitonen. Die exakte Losung der KdV-Gleichung
ist

12
u(z,t) = A [cosh z Ct] ,

mit ¢ = co(1 + A/ 2h) und L = /4h3/3A. Hohere Wellen laufen schneller und sind
schmaler! ‘

Zwei oder mehrere Solitonen wechselwirken (iiber die Nichtlinearitit u%) mitein-
ander. Erstaunlicherweise durchdringen sich diese jedoch trotzdem ohne in Teile zu
zerbrechen.

Ein sehr netter Artikel: Physics, Chapter 32, p. 808: Kelley, Gettys and Skove, McGraw
Hill, Inc.
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12 Green—Funktionen

Der Begriff Green—Funktion tritt bei der Losung einer linearen, inhomogenen Differen-
tialgleichung mit einer beliebigen Inhomogenitit auf, z.B.

Loy(z) = f(z).

L, ist ein Differentialausdruck der Ordnung n, z.B.

A d
=.1: Lj=—
n 1 dx+(]f, ‘
- d? d

Hinzu kommen Randbedingungen, z.B. y(a) = y(b) = 0, unter denen die homogene DGI.
keine nichttriviale Losung besitzen soll. Dann hat das inhomogene Problem genau eine
Losung. ’

(a) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall

| Loy(z) =6(z —2'), 2 fest.
Fir £ > &' und z < &’ ist y(z) eine Lésung der homogenen DGL (welche die
Randbedingung erfiillt).

v>al =3 ()

=1

z<z Y= Zdzy,(x)

i=1
y; sind die Losungen der homogenhen DGL Lnyi(z) = 0,5 = 1...n. y@& si_nd bei .
z = 7' so aneinanderzufiigen, daB L,y(z) = d(z — ). T
n = 1: y(=) macht einen Sprung beiz = z'
n = 2: y(z) stetig, y'(z) macht einen Sprung beiz = ='.

Die Hohe diesésASprun‘gs ist gerade durch den Kehrwert des Koeffizienten der héchsten
Ableitung von L, gegeben. (Im obigen Beispiel: Sprung = 1.)

Die so konstruierte Losung der inhomogenen DGI. nennt man die Green—Funktion
g9(z, x'). ‘ ‘

(b) Um die Losung der inhomogenen DGL. fiir beliebige f(z) zu gewinnen, “zerlegen”
wir f(x) nach é—Funktionen :

@)= [ £ - 2')da

—00

und benutzen die Linearitit der DGL.:

y(z) = /g(fE,SE')f(:L”')dz'.
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Beispiele:
(1) Teilchen mit Reibung und &ufierer Antriebskraft (RB: v(—oco = 0):

m (o6t) + %v(t)) -

: 1 et ‘
Green-Funktion :  g(t,#') = —e~ 5 O(t — ¢ )
m

Geschwindigkeit :  v(t) = / ” g(t, t" f (t’)di’.

(2) Harmonischer, getriebener Oszillator. (RB: z(£o0) = 0).

m (36) + %a&(i) +edalt)) = £()

d2 1d 2 ‘ n o e
Green-Funktion : m (HE trd +’w0) g(t,t) =46t 1),
9(t, 1) = Lee™ % sin (Qt — ¢))O(t — 1),

mit Q2 = w? — (1/27)2.
Auslenkung : z(t) = / ~ g(t, t) f(t)dt".

Die Green-Funktion ist die Reaktion des Oszillators auf einen (Einheits—)Kraftstof
zur Zeit t = ¢, ' | :

- (3) Poisson-Gleichung fiir Potential (7). Randbedingung ®(c0) = 0.

Green—Funktion : { G(F 'F')

0 ’ 1

Potential : &(7) = / G(#,7) (——) p(7)dF.

Die Green—Funktion ist hier (abgesehen von dem Faktor —1/ep) das Potential einer
Einheitspunktladung bei # = 7. :

Weitere Beispiele, siehe: Vektorpotential IV.1, Retardierte Potentiale V.8, Dielektrizitits-
funktion im Zeitbereich V1.9
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Kap.III Elektrostatik

§4 Das elektrische Potential fiir vorgegebene Ladungsverteilungen

Wir gehen davon aus,daB das Feld E im ganzen Raum von einer
zeitlich konstanten Ladungsverteilung ¢ (Y¥) erzeugt wird und keine
StrOome bzw. Magnetfelder vorhanden sind.Die Maxwell'schen |
Gleichungen vereinfachen sich dann zu:

Elektrostatik dir E =~ .o wt £ = o
e, 5S¢

Wegen rot E= 0 ist E wirbelfrei und lisst sich als Gradient eines
Potentialfeldes ¢(¥) darstellen. (sog. konservatives (Kraft- -)Feld,

—

F=q£.und §Fdr=0).

E

-;»a¥.¢(%)
»&'W(¢='é§’(&v

Poissongleichung |4 4’

) E
Die E-Feldlinien stehen stets senkrecht auf L \ .
den Aquipotentialfléchen ¢(¥) = const. i‘\\\ }
. > $=const.
4 \\!\
J" \\‘
2 2 2 y 4 b
| 3 ) '
Laplaceoperator: |4 3 T )y iy
Punktladungen: - ¢(f) 7
gens 47ré ”
| 2> = 7 . 7 ./;)

Ist uns die Ladungsverteilung im gesamten Raum(einschlieBlich
den Werten von ¢ auf Begrenzungsflichen oder vorhandener Materie
etc.) bekannt,so kdnnen wir das Potential direkt mit Hilfe des
Superpositionsprinzips‘und g(f) angeben.

1 Y
Verteilung von ¢ - ir < .E; EAET
Punktladungen: C - a . -
g E - Zf In | 7z = 7o
4 e, I":“:’.alz I"’n'

N=q
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oder bei kontinuierlicher Verteilung der Ladungen:

R . OV
(7)Y 2D
Volumenverteilung ¢ (%)= 4,:e ﬁ j;t...' SHC=
\ , Ase
4 £ an’ -

’ - 7 G"C’r")‘olzl G: &L‘_
Fldchenverteilung Cb (%) = 471e, &2 S
_ ; F o ,
L ) A7 A
Linienverteilung ¢ )= Z ;_’ . )l;")'_‘ ! / A: f
L - .

Diese Potentiale wurden so normiert,daf ¢(w) = O gilt. Sofern
dies méglich ist,wollen wir uns stets an diese Konventlon

halten. ) ,
Durch die obige Ihtegréldarstellungen ist das Problem "Finde
E bei vorgegebenem ¢ " gelést.Allerdings kann die Auswertung

dieser Integréle selbst fiir einfache Fdlle ziemlich miithevoll
sein,so daB’es,leichtér‘ist,direkt von der Poissongleichung

oder den MGln auszugehen und zu versuchen,diese zu integrieren.

In Vielen Fédllen ist die Ladungsverteilung ¢ (Y) nicht, bder nur
teilweise,durch die" Problemstellung festgelegt; es werden viel-
‘mehr die Werte von- ¢ auf Begrenzungen vorgeschrieben. Einige
'Belsplele dieser Art und ihre Lo&sungsverfahren werden wir in

§ 5+ kennenlernen. ‘

Wir wollen nun nachweisen,daB fur das Potentlal einer Punkt-

ladung ¢(¥) AP = O gilt,sofern ¥ * O ist.

) a4 _ 30t . X 1 et Y a3 ;
t r B rad / ))} > r ad ’ gt 7 r 5
X 1
at e fir r # 0
T

< 2
Insgesamt: A—‘= ))’f_ .,._y + g
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Der Vorteil der Deltafunktion zeigt sich z.B. darin, daB

wir nun in der Lage sind, ;5 formal bei r=0 zu differenzieren:
-
A A =41 3CT)
irl |

und auBerdem den Gauss'schen Satz in der in § 3 angegebenen
Form benutzen dilirfen, '

Fiir eine Kugel mit Radius R um r=0 gilt:

220V = [ sti Cpraet 2tV = [lgmet 2Vl E == Fsbrat= -t
) ) v =) <

f[ (az)v - [[-er syt =- ¢
v v

1

Wir zeigen nun formal, daB das in angegebéne Volumenintegral

fiir ¢(¥) Lésung der Poissongleichung ist.

¢z

_f£e#)
I -." 9( V

A= 4; é. W AY ;,f.‘;)/ AV e ﬁ[ §e%) A,F;‘?‘;,‘ AV = ,n: py f“fc:‘)(—mﬁ##‘)a/}/%
==z ﬁfc ) f(&'—#‘)dl/' = - —;—'; P(?)

( ¢¢#) haben wir im Integrationsgebiet als stetig vorausgesetzt.)
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2 Beispiele zur Lésung der Laplace— und Poissongleichung

Bei einigen einfachen Problemen legen Symmetrieargumente (oder 7
andere Argumente) es nahe, da8 ¢ (¥) nur von einer Koordinate abhdngt
(z.B. x}f'oder r). Fir solche Probleme ldsst sich die P01ssongle1—
chung einfach integrieren.

a)Potential einer unendlich ausgedehnten,
'homogen,geladenen Platte, die in der x-z g

Ebene liegt. ¢(x,y,z)= ¢(y). | x ’ 4

Fir y+0 ist A¢ = —ffg C A Py)=ay+ b

y >0 . 4’0’"4)""’
y <O g <ay+ 4
-a=3 und b=b, wegen der Symmetrie ¢(-y)= ¢(y). Der Wert von b ist
beliebig. a hdngt mit der Flichenladungsdichte & der Platte zusammen.
Integration von E tiiber ein Volumen, das die Platte einschlieBt,
liefert: '
£ mraspnl g
KE'JF s-a-4F -4-AF=~24.4F=21,‘G’-4F

A—_Zég

b) Potential einer homogen geladenen‘Kugel vom Radius R. Gesamtladung
ist Q, die Ladungsdichte £=0/&7R3, |
Die. Symmetrle des Problems legt den Ansatz ¢(f) = @ (IT1) nahe:
In- Kugelkoordlnaten ist

22

' ' -Fo s Ocrcnr
Dby = L. (pdte) 37 e
g for r >0

Losung fiir r ¢R:

z

for1.2 fo 2 Ca
_-:_—fr ~v 7'2-:2—5-—03—'7 *C; ~ ¢‘.(q)=f‘-::'r"r+d2

z.“¢) zc‘é

.. . [
Losung fir den AuBenraum r 2 R: QC*) ==t ¢ ),
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Die vier Konstanten Cl' C2, Dl’ D2 werden durch die Bedingungen
festgelegt:

i) (e ) = 0 ~ D, =0

ii) Bei r=0 befindet sich keine isolierte Punktladung!a,cl=o
iii) Bei r=R sind ¢(¥) und E(F) stetig:

?a 2 D .

-2:: 46‘; =-_.e— d ='1_ka; 0 oo fo £3= -
o, - B 2 26 a e N
EX- Y Ad /
Losumg 4 Q 3 2 ) |
| 4 7 e, 77'(5'- Z(EE)‘) far O < sk
Pir) = 4 e S ) |
4re, » £ éan > 2R
1 @ ;3 o . o
= 477 eo TZ(T) far O0<7r <
Ec”)- - -& (i) < > p
4T €g > \ o 7(444' | r2 R
; !
! | ,
! | <2
o — : ‘
I ]
| # g
k v z >

Es ist bemerkenswert, daB das AuBenfeld gleich dem einer Punkt-

ladung ist. Im Innenraum gilt fiir eine Probeladung q ein lineares

Kraftgesetz: F = ¢- Ec#) ~» (vergl. Feder).
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§ 3 vVerhalten von ¢ und E auf Begrénzungen. Etwas Potentialtheorie.

Alle bisher betrachteten Probleme waren von der Art,das
die Ladungsverteilung in jedem Punkt des Raumes als bekannt
vorausgesetzt wurde.Das Potential ldsst sich dann explizit
angeben,ohne die Poissongleichung zu l8sen.

.. 7 g ol
¢('r) $meo II N

[+

Bei vielen Potentialproblemen ist jedoch nichﬁ fcav,sondern ¢o?)
(oder die Normalkomponente von E) auf Begrenzungsflichen vor-
gegeben.

Metall-
; fliche auf ¢ =4,
777 Meéj]‘. auf ¢=¢7 ;l;

Sind im Innern des Volumens kelne Ladungen vorhanden hat

Beisgiel:'"Kondensatorfelder“

man also ein Randwertproblem zu losen..

Laplacegleichung: 4 ¢ =0
Randbedingung: ¢ =¢ auf der Metallfliche

Aus der Potentialtheorie ibernehmen wir den

Satz:  Durch Vorgabe von ¢ .,oder der Normalableitung von ¢
auf der Oberfldche eines Volumens ist das Potential‘
'in jedem Punkt des Raumes festgelégt.

Sind auBerhalb der Begrenzungen auch noch Ladungen mit der
Dichte p¢® vorhanden, so betrachtet man

6= & < | BT

und bestinunt$mit A$=0’ so,daB ¢ die Randbedingungen erfiillt.

. Wir untersuchen nun noch den EinfluB von Begrenzungen auf

die Feldstdrke.bzw.das Potential. (Es soll kein elektrischer
Strom flieBen)

1)Fldche mit der (Fl&dchen-)Ladungsdichte &,

Es ist
g -p £
2-); 2 €,
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-l

E, bezeichnet die Komponente von E senkrecht zur Fliche.
Beweis:Betrachte ein Volumen in Form einer flachen Dose,
die F einschlieft (Fliche der Dose = 0O).

EdF = £ AF - E, -aF = 2.6
GE-dF = £ -aF - E, - oF = 2.6-4F

2)Im Innern eines Metalls,das sich in einem elektrischen Feld
befindet,ist E=0 bzw. $=const.,d.h.eine Metallfliche ist
stets eine Aquipotentialfléche.
Beweis:Wire E '+ 0,s0 fldsse ein .

elektrischer Strom.

s

3)Bei einem geladenen Metall sitzen die Ladungen immer auf der
Oberflé&che.
Dort gilt:
g

Efaﬂ’ = Y Eno‘rmal= —e—a-

Beweis:Da im Innern E = 0,ist dort auch ¢ = €div E = 0.
= & ; - . s
Epormot™ g~ Dach l)J%o”T O,sonst flieBt ein Strom auf
der Oberfliche.

4) Hat ein Metallk®rper einen geschlossenen Eohl-

raum, in dem sich keine Ladungen befinden, so
ist im Hohlraum E=0 und auf der Oberfliche

der Kavitédt befinden sich keine Ladungen

Beweis: )/f
a) aus gyﬁdf = 0 folgt, daB die Gesamtladung
- auf der Innenfldche Null ist.
b) angenommen es befdnden sich Ladungen auf der Innenfliche, so
wire ( Eda? + 0, wenn [,

parallel einer Feldlinie gewd&hlt wird.
IR~ A . . = ; i85t d
Dieser Widerspruch 16st sich nur, wenn ‘E=0 in der Kavitdt ist.
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Etwas Potentialtheorie:

Wir geben zwei Methoden an, wie man das Potential d(?) als

Lésung von 4¢ =0 bei gegebenen Randbedingungen finden kann.

a) Methode der Spiegelladungen.
Ist ¢(f)=const auf einer Fl&che vofgegeben (Metallfliche, die
auf ein bestlmmtes Potential gelegt w1rd), so kénnen wir in ge-
wissen Fillen: diese Randbedingung durch den Potentialbeitrag
zusdtzlicher Ladungen (= =Spiegelladungen) simulieren, sodas die
Randbedingung erfillt wird. Ob auf diese Fldche dann eine Me-
tallfléche gelegt wird, oder nicht, ist nach 2) egal.

Ein Paradebeispiel fiir diese Methode ist das Feld elner Punkt-
Ladung Q vor im Abstand d vor einer Metallfliche.

ist fir z> o
L dquivalent mit} ---

’Spiegelladung -Q -—’//ﬂ o

Weitere Beispiele findet man in Landau—Lifschitz, Bd. VIII, Ss. 11

- b) Versuche durch Uberlagerung von Losungen ¢(r) der Laplace- Glel—
chung A(P(r) =0 eine Gesamtlosung

¢ = T <.

zZu konstruieren; welche die geforderten Randbedingungen erfillt.
Nach dem Elndeutlgkeltssatz ist dies die gesuchte Losung.

c) Andere Methoden, die jedoch wesentlich iiber den Rahmen dieser
Vorlesung hinausgehen, findet man z. B. in
Cook: The Theory of the Electromagnetic Field, Seite 213-248
Jackson: Classical Electrodynamics, ab Seite 26

Beisgiel:

- .
Berechne ¢1nui£; elner Punktladung Q>0,
die sich im Inneren einer metallischen

R, befindet.

hohlkugel mit den Radlen l’ 2

-
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Losung: In Betracht kommen nur kugelsymmetrische L¥sungen von A¢ =0

¢=S+p
G
I) O£r<Ry ==+ b
C mu-ss gleich isein. ' ¢ c;):-—-(——-—) 4)
I 4res I 4rre 7

e
¢ (Rl)= ¢. : D= ¢a - m‘}i Ez(f = .__(.z)

1 473 rt

Fldchenladungsdichte auf der Innenseite betrigt G':G,'é_—_- 4 4

2
d.h. insgesamt wird die Ladung Q'I=—Q influenziert. d &
II) R, £»=2R, ¢I ($)E¢a
| 4)11' (%) = ¢,
E-i (?) =0
IID) 2R, )= by B #) =(¢,—q,r);; + Dy
¢H' (‘gz)a ¢a, Cjﬂ =‘4e1’ (¢¢._ 62.) E 7)) = (¢a %) (4‘) |

¢, - Dryp ist die an die Kugel gelegte Spannung. Wir wihlen
D1;;=0. Die auf der Oberfléche r=R, sitzende Ladung ist

A = 4re, 2, .

geerdete Metallkugel: ¢,=0, d.h. Q,=0, cb-,(r) =0, ‘EIII =0.

Metallkugel hdngt in der Luft: Es muss Q2 Ol sein, d.h. QZ—Q

x-‘
3

Kugel geerdet Kugel in der "Luft" , bel. Wert von ,O’a

Ein anderes Problem der Potentialtheorie, ndmlich eine Metallkugel

in einem &uBeren Feld werden wir in § £ ndher untersuchen.
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§ 4 Das Feld zweier Punktladungen : Multipole -

Wir betrachten das Feld,welches von zwei Punktladungen
qq und q, = +/- q; rdie sich im Abstand 2d befinden,
erzeugt wird.Der Einfachheit halber ordnen wir beide

Ladungen symmetrisch zum Nullpunkt auf der z-Achse an.

besy = 2 '(i,_?‘_) #
(¢)=4Fe° - = -

= Y (e-t) +,"'+/" = ;/rzfo(z-Zao(
= Yooyt =Y d 2

r =y xz+,v’rz'l

[

Wir wollen nun.¢(f) flir Abstédnde r>d untersuchen.Hierzu ent-

wickeln wirvl/r und l/r nach Potenzen von d/r.

7/4— +o( +20[1-M1} s r: 7/'7-*2'-;“’7} (d)i'

%e =
-7 . 1.3.5
2 . -3 .
(4f:<) 7 - ;_’!x + Xt - ﬁ," + :ii: A Ikl <A

mit f=cosf und % =d/r wird

4 :

V1-2%y + 4

oder nach Umordnung der Reihe:

ey r 5 d
-Z(-2%% +2*) +%(—2f%+ﬂ91ﬂﬁ%;2fé‘7ﬁ .

4

TP :L:Z ACEREE TR NES SN

'Die Funktionen Pn(f') heigen LEGENDRE-Polynome. Sie treten
generell in Verbindung mit dem LAPLACE-Operator bei der Be-

schreibung von Winkelabhdngigkeiten auf.

Einige ihrer wichtigsten Eigenschaften sind:

1) I}l(f) ist ein Polynom vom Grad n.

oy = =3¢2 _1
hier: Po(f)—l PZ(F)- f 5
3
P,(F)=F P,(§)=2F> - 3F
2) Pn(l)=l
. - o .
da:. 4 - 4 = 4#1*72,‘... - Z‘z?‘&(}‘) 4, &(Y)=4

V' 1-24 +1" 1-7 M=o
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3) Pnk-f)=;6#$n(Y),d.ha Polynome mit geradem Index n enthalten
nur gerade Potenzen von ¥ ,Polynome mit ungeradem Index n nur
ungerade Potenzen von x.
da: | g | <

7 = 7 = ) )" P(F) = Y )P -T)
V1edty ey VT SCUET =

1 . d A 2 n
4 P = f—-l
) n(f) 2n. 1 ifn( )

Fir deh Fall 9,79 s 9,7 +/~ q erhalten wir:
. o0 ”
7 = giar 7 [ (B Raernt) 2 (27 R ()]

4,9 , 9= 9

¢ = o 2*2 (£ et = 2 (2L ,/+2‘f P o)
Weqyhn c
9,79 « 9,7 *q

< 2 29" ,
o) = .24 5 Q)Nww s (B H fem)e )

. Mm=02,6..

Einen speziellen Term der Form

¢ = ——. a, P (crs2?)

4 7f€. '}"n‘

nennt man das Potential eines Multipoles ( 2n-Pol).

Die Entwicklung

P = ) o

eine Multipolentwicklung. Qn sind die Multipolmomente.

, = 7.4
Monopol d)o (7)) = T L= (a’ = 27)
i . )= a1 . -E:' aﬂ = 2 0()
Dipol d)ﬂ & Prryie cos ( 7t
- _ 4 a T 2
Quadrupol (bz (#)= e :;' "}' ) (Q. =294 )
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Multipole sind punktfdrmig!

Im Gegensatz zum Dipol besitzt eine Ladungsvérteilung zweier ent-

gegengesetzt gleicher Ladungen auch hdhere Multipqlmomente . die

jedoch umso weniger in Erscheinung treten, je gréBer der Abstand.
r verglichen mit 4 ist.

Un fir ry d wenigstens approximativ in groBen Abstinden ein
Quadrupolfeld zu erhalten, muB8 man eine Ladungsverteilung wdhlen, deren
Gesamtladung und Dipolmoment Null ist. Bei einer um die z-Achse
rotationssymmetrischen Ladungsverteilung braucht man dazu mindestens
drei Punktladungen q,~2q, gq

2 | 3
Br)yz—=—3 292 p_(cosd )+ —29¢ p_(cosd).....
r{ o 3 , (cos -f ——;3—- 5 (cos .

r

Aquipotential flidchen und Feldlinien von einigen Multipolen und
Ladugsverteilungen. k

Monopol:

ANDA
.
4
L
9
A

Pt

~

——
<=l

_l,

ViE, a ;i::>k‘ l \f\\q

t (a) (b)

Do | <o
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/ P2 2dg

Feldlinien (stark ausgezogen) und Aquipotentiallinien (schwach aus-
gezogen) fiir einen vertikal stehenden Dipol (a) und zwei Punkt-
ladungen g, -q auf der z- Achse. (Abstaund ! 2d)

Dipol: “ 4 By = 4 3(PHT -1 P
DiptT @(t): e ‘:.3 | o \—_-1(\-)-= T ' T‘S.

Feldlinien (stark ausgezogen) und Aquipotentiallinien (schwach aus-

gezogen) flr einen gestreckten, auf der z- Achse liegenden Quadrupol.

C
(Quadfupegt

¢ty L &
BT ure, 43

?z(ccs%)
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5 Multipolentwicklung fiir beliebige Ladungsverteilungen

Wir betrachten eine Ladungsverteilung p(r), welche auflerhalb eines endlichen Volumens
V identisch Null sein moge. Im Gegensatz zu dem im vorigen Kapitel diskutierten Fall
zweier Punktladungen braucht p(r) keine besondere Symmetrie aufzuweisen.

¢% - e m ot Y

Unser Ziel ist die Multipolentwicklung des Potentials ®(r) fiir 7 >> r} . anzugeben.
Den Nullpunkt des Koordinatensystems wéhlen wir innerhalb der Ladungsverteilung.

S e SN € LSPT ¢ S N E)
4 Lafq-2[(8) - _]+;[ Teo ]

S2{q 02 e [-3(3) i"'”]f‘-{ §



ITI-15

Hieraus erhaltéh wir:
4m g Kffc"‘)alv + —fﬁf(“ 2 "dV f(r)[ - ;) ]JVL...}

In Komponentenschreibweise:

a, 2@ 43 @ |
R

bem) =

Monopolmoment  : Q@) fﬁ P(F)d V'

'Dipolrﬁoménte : Q“i Jﬂ f_(’;")' XA\ AV
) i
Quadrupolmomente: d:.l),"’ jﬁ f(”-: ‘) [’f‘\xl‘c - 31 (x;z+ X:* X;i)&k‘_l d‘v

Abkilirzung: X{SK , X,TY , X352

(1) (1)

(1)
/0,

01 (1) (1) (1)

Die drei Zahlen Q bilden einen Vektor P=(Ql ,Q2 ,Q3

das Dlpolmonent

),

Der Quadrupolanteil des Feldes wird dagegen von einem symmetrischen

Tensor zweiter Stufe festgelegt,dessen 9 Komponenten in karte81schen

(2)

ik gegeben werden.In Form einer 3x3 Matrix

o(2)

Koordinaten durch Q.

angeordnet lautet

X | , )/. o =

X 5559(;‘)(x‘f-}¢“)4 2 -ﬁfc»?') X' y' Ay’ [ff p) X' 2 ol V'

Y fﬁf(’?‘)),\xv‘o[ V‘ ‘ g{f("‘) (y )dy' gj f(;‘) ) 8# ﬁ(V,

2| ffgoraxaty Wearzyrav'  f[ea)(-2")utV’
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Der Quadrupoltensor hat folgende Eigenschaften:

(2)

1) Q ist Symmetrisch,d.h. Qik = Qki .
(Eine symmetrische 3x3 Matrix hat 6 unabhidngige Komponenten)
(2)
2 Spur =Q _+Q +Q__= 0
) €2) Q Qex ny Q,,
Q hat demnach nur 5 unabhingige Komponeneten.
3) Da Q(z) reell und symmetrisch ist,kann man Q(Z) auf

"Hauptachsen" transformieren.Dies besagt,daB man ein orthogonales
.Koordinatensystem so wdhlen kann,daB Q(z)‘diagonal wird.

Da man zur Festlegung des Koordinatensystems drei Winkel
braucht,vérbleiben zur Kennzeichnung des Quadrupolmoments

noch zwei Zahlen. (zum Vergleich:DiPOlmoment:l Zahl)

AuBer dem "gestreckten" Quadrupbl,den wir bereits in § & kennen-

gelernt haben,gibt es daher flr einen Quadrupdl noCh'einelandere‘

Konfiguration von Ladungen,deren Feld jedoch nicht mehr rotations-
symmetrisch um die z-Achse ist. '

b9 ©q
| Lo
@—27 bzw
‘ 43
b9 o

gestreckter Quadrupol . ebener Quadrupol

(2)

Um die Unabh&ngigkeit des Tensors Q von einem speziellen
Koordinatensystem zum Ausdruck zu bringen,benutzen wir das

dyadische Produkt zweier Vektoren:

dyadisches Produkt von & und B : ﬁ?= 2:8
Eigenschaften: : ?E = (2:B)& = a(b:c)
dT = a(a:B) = (d:a)b

-

Es ist &:b # D:a . Auch hingt die Wirkung von d:b davon ab,ob man

von links oder von rechts mit einem Vektor & bzw. d multipliziert.
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(Beachte den Doppelpfeil iiber ?).Die Rechenregeln sind die,der
Matrizenmultiplikation:

3
b T T \ [ ,‘Z.,, 7.;:; “i %
“
TZ = 7, L. T, €| = ; 72.—14 < | =| % Z"'&kck
7:-1 7.;2 ‘7-33 ~<3 : . ; 7;k “¢ o,

Hierbei haben wir Tik=aibk verwendet.Analog fiir

>

- 14 12 1 ksa k7l:4
dT =yt )| T T, T, =\ X 47, | Y da (4, 2,4)
31 :z 7;.7 Z dlg Tk;

T ist ein linearer Operator.In dyadischer Beieichnungsweise ist

g = ﬂvf{#‘) (6—": 7 - '31'7'\?5)" 2

Quadrupolanteil des Potentials (der Faktor 3 ist Konvention)

2
- 2a)
g 1 128%
4re, ad

Das Feld eines Quadrupols erhalten wir nach:

- - : o g 16 o{¢] »
Ee gt ¢ L -f-f(?a“’;)(-s)(—g - 5 (8% +;a")} -

4me, T
o 1 (157 geRNE 3 (2 g0, FOF
" 4re, 74{—2—(” ’)” 2(”0' +Q ")}

Achtung!

Flir eine beliebige Ladungsverteilung hingt der Wert des Dipol-
oder Quadrupolmoments etc, .(entsprechend den Koordinaten des
Schwerpunkts einer Massenverteilung) im allgemeinen von der Wahl

des Koordinatenurﬁrungs ab.,
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7 <#+K
G, =2 1 (Z+R) = g7 + B q, =8 +%q

Es gilt:
éL = Q, : wenn die Gesamtladung des Systems null ist,Q6=O’

{
]
!

: wenn Q_= O und das Dipolmoment §l=0 ist.

Einige Elgenschaften von Tensoren zweiter Stufe werden wir in
“ anuersuchen Ein systematischer Weg,mit dem wir die hoheren -
Multipole,insbesondere die unabhdngigen Gr&gen,finden kdnnen,
w1rd uns in [10® zu den Kugelfunktlonen fuhren.

Als erste Anwendung berechnen wir das Quadrupolmoment eines
homogen geladenen Rotationsellipsoids,dessen Symmetrleachse mit
der z-Achse zusammenfillt.

(8}
™

2. 2
Ellipsoid ,._i_i%__ + 2. =1
22

o
B

a,b sind die Hauptachsen des Ellipsoids.

r,
Ladungsdichte £ = % V= -‘-1—31—"- a2b
ﬂHn&“?‘Udv
0),),= g’ §o (),‘z’ 317‘1)‘)( y' = axx : .(durch Unbenennen von y + x)
ta=- (Qxx + Q)’)’ ) s - ZQxx (da spur &% = 7)
1 ] ! -—
Qx)'g%f. Xy AV =0
0, Q. =0
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Zur Berechnung von Qi fihren wir die folgende MaBstabsinderung
durch:

ll_l_)I }i)l LI S I=§'2 LU
x''=2x y 5y z z av (b) dv

Hierbei geht das Ellipsoid in eine Kugel K, vom Radius b iiber

xx I (»& ﬂ{ (,&) X - 7 5)2 (X“z‘*/"“z) .,.Z“ZJ}Q[ V"

Aus Symmetrlegrunden ist auBerdem-
2 , oM
ﬂ " V

it s e

fﬂ»r AV = ﬂ{,, Telr st ol Sly = b £ . |
%- 3 (E) '{1(,&) 4 _/Z 4-51_‘.4 477 Ry (a'réz)fo _sf (dz_jz)
=-‘2 Q« = 4—; Q (ﬁz"a})

Der Quadrupolanteil des Feldes ist:

o il i ) — 2o A (30) (8 - 7)

47%, 5 $re,

Ublicherweise bezeichnet man %Q =Q2 als das Quadrupolmoment

zz
einer um die z-Achse rotationssymmetrischen Ladungsverteilung.

Q2=§sz = %Q(bz—az)
Q2> 0 fiir lénggestreckte Ellipsoide: b >a

Q2<§3 flir abgeplattete Ellipsoide: b« a

Q2 ist ein MaB flir die Abweichungen der Ladungsverteilung von
der Kugelgestalt bez. fiir die Abweichungen des Potentials vom
l/r Gesetz.

Literatur: Cheston: Elementary Theory of Electric and Magnetic
Fields
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Mit Hilfe der Kugelfunktionen 1&Bt sich nun die gesamte

Multipol'entwicklung eines beliebigen Potentials angeben, (Si‘eLL E"O)
v

- (v’ |
Wir gehen aus von qJ )= ‘Ht&; W ) dV'

( )?c(wﬂ() T>7

- - -»}
und entwickeln ¢ (ol =£¥,%") E—
-7 | e=o

Benutzung des Additionstheorems

4 ‘ ~ ! * |
L ST R
Multipélreihe ‘ d)(r) = 471_% Z Z “1 %‘h(‘) ¢)
. | P

Multi‘pélmomente , q | = T ]] S’(?j le \(Q‘w (3:‘{”) far'/m@'dﬁ (ﬂpi

£ 1244

Beachte, daB. wegen der unterschledllchen Normierung von Pf(COSS’)
und Yf (0?) die Multlpolmomente ql verschieden von Ql x sind!
, ,

Ein Multlpol der Ordnung f hat 2f+1 unabhingige Komponenten. Z. B.

' Monopol : \ f=0 1 I;omponente : Qd _ | (Skalar)
‘Dipol ' f=1b 3 Kompoknenten'.’ Q; ; bzw. P (Vektor)
Quadrupol 'f=2r 5 Komponenten : Qi,k;\ ‘qz,m‘ (Tensor zweiter Stufe)
Oktupol’ =3 7 Komponenten : Q, . q (Tensor dritter Stufe)
. i,k,1; ®*3,m

Polardiagramme der Funktionen Yz ’w\(’J‘ ©= O)
. i

(Kuvoern Y{‘M (J,¢-0)= co“xf)
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§ . 6 Feld einer Metallkugel in einem angelegten homogenen Feld

Bei Abwesenheit der Metallkugel sei L2 z
das angelegte Feld E=Eas homogen in
Richtung der z-Achse, Wir wollen unter-
suchen, wie dieses Feld durch Einbringen
—

~einer Metallkugel verzerrt wird.

A totisches Feld E =g ¢
symptotisches Fe as = Eo €,

’das = ~E,z

Die Kugel befinde sich auf dem Potential zfo. Wir versuchen nach
Rezept b) von die L&sung fiir den AuBenraum der Kugel, r> Ro'
durch L&sungen der Laplacegleichung Aﬂ = 0 aufzubauen.

Kugelkoordinaten: B(T) = R(x) ¥, _(39)
2 dR 4((44) |
DGlg. fir R(r): di‘( ) - T{—— (R(f)
Ldsungsansatz :/ o ‘Rﬂ(r) = nn+1) = 2(L+ 1). d.h. n=f, --1

-(0+4)

Neben der uns aus §5 schon bekannten L&sung ¥ Yl m(:),ﬂf’ ) gibt es
1 14

daher noch die Ldsung r Y (3?) , die linear unabhdngig von
~{ %4 : , ;
)Yehlst

Allgemeine L&sung von A¢ = 0 in Kugelkoordinaten:

0= 5 T (@ s i) Vel

a3 m und bl m bestimmen wir aus den Randbedingungen. Da das Problem
- ’
rotationssymmetrisch um die z-Achse ist wird {5 = ﬁg(—f,‘t}' ), d.h es
kdnnen nur Glieder mit m=0 auftreten. Statt Yl'o('s' ¥ ) verwenden
' 14

wir die Legendre- Polynome P, (cos?) .,

' ~ (£+1) O
rotatlonssymmetrlsche L6sung: d)(f) Z [Ae T+ ?Q T ] ?e(mg)

"Randbedingung” + - oo : ([)(;) — (bu(?') = o2 =Lt 6053‘
dd 1 Ao - Fuumeckst Lelied.g
A1 = ‘56

AZ=A3=/4V':’45'=‘-- = O



. - 1= _ L] .
Neutralitit der Kugel: Be =0 da % EdF = Q = o ,"ﬁ“" elue [Kugel ¥
| &u& Y=o ,w.li‘(quA‘w: T>’Eo\

Die noch unbekannten Konstanten Ao' Bl' Bz,,....‘werden bestimmt
durch die Randbedingungen auf der Metall-Kugeloberfliche.

Randbedingung: r =R : B&,Y) =g = Coust.

~(e+1)

¢ = Ao +[—EJR°+ ]?,(ass)JrZ BB (@)

e W
=¢c =0 ) 0
Vollstédndigkeit und lineare Unabhdngigkeit der

Legendre-Polynome liefert:

ho=de | Bi=ER , Bz Bs=B=..=0
-~ Ro
Ergebnis: ‘ (ﬁ(f) = ('!) - E TCQS-9 + ’Pc ( ) [9 79 >R, .‘
- , - '\‘"P - 35 :
E('?) = Eo ) ei‘ + L/;,,—a 3(?,:2 ~ P= S‘lle ? ¢

Die Anwesenheit der Metallfldche in einem sonst homogenen Feld ist
im AuBenraum, r> R, einem reinen Dipolfeld &quivalent! Das Dipol-
moment der Kugel ist \?[: ¥T & EoRa.

o Y R
Radialkomponente von E: Evr= -3 < E°L4*'2’F— CQSS
B . ) . 9 .t i B _»I‘R-e-‘ ;
Tangentialkomponente: , E9 =-:'1:9—19é = "’RoEP{ Ro -r> ] /9""”9

Auf der Oberfliche der Kugel wird demnach die Ladungsdichte

_ _r (r(‘%) = ?ﬁ E 3 go Eo 605‘9' .
influenziert. GTQ) sind d9 - = 0, da die Kugel insgesamt elektrisch

neutral. ist \\\\ {

T)
/
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§ .7 Energie einer Ladungsverteilung

Bringt man eine Verteilung von Punktladungen von einem Zustand,
in dem sich alle Ladungen ,unendlich" weit voneinander befinden,
zusammen, so muBf man Arbeit leisten, bzw. man erhdlt Arbeit.

Da das elektrostatische Feld ein Gradienten- 3
(konservatives-) Feld ist, ist die betreffende
Arbeit unabhingig von dem Weg, wie man die
Ladungen zusammenbringt. |
z.B.ql bei §1=O, bringe q, aus dem Unendlichen
auf rz(#rl)

- (745 = fg E,(r;)aﬂn = fgz %adCP(n)d’ﬂ

J’(&)"’ fz.)
1

w--al0w-4@m] = $o¢@m (d@-o)

Wir zerlegen den Prozess des Heranholens von N Punktladungen aus

"dem Unendlichen auf endliche Absténde‘?l...:?N in N-Schritte.

Ladung vonee nach ' erforderliche Arbeit
4 J —
1 : ’rl Wl =0 q | o
, - ' 1 1 i
2 o 2 "2 T @e 15, % t
7 qu . ?l
3 2 W, = 5(_ L b }
v r3 v . 3 YT E It - 1-3‘ \rL-T3l ?3
. N-1
N T W 7 ___i—-—“
N N = - ;\ ?N
°fu=4 ‘Tﬁ_ N
Insgesamt:
N N
v S5 1 tud
w v _ 1 — ;j 2
W=7 Wy = Z_Z (3 .- ﬂ“‘szM- e | V- N
AM =4 1 M=A4 st e '
| (w4 4)

Ist W> O, so leistet das System beim Auseinanderziehen der
Ladungen (?l—nx ,?2~aco etc) Arbeit. Umgekehrt muf man fir
W <O Arbeit leisten, um die Ladungen zu trennen.

Wir schreiben W um.

W=Z 496G P = g L =

Al =1
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Bis auf den.Term m=n ist ¢N?) identisch mit dem Potential ¢K?)
der Ladungsverteilung. Den Term m=n miissen wir in W weglassen,
weil er éiner (unendlich groBen) Selbstwechselwirkungsenergie
einer Punktladung entspriche. Wir klammern diesen Punkt zun&chst
aus, indem wir kontinuierliche Ladungsverteilungen betrachten.
(r=r'. trédgt nichts zum folgenden Integral bei).

- 4t g v - ¢cf)-m ﬂf f(f) AV

f*rv

Wir wollen nun W in Abhdngigkeit der elektrischen. Feldstérke L(r)

alleln schreiben. Zundchst eliminieren w1rlf(r)

sh=-aad A~ we=-£fff $@ Ap dV

(ﬁﬁdb‘formen Wir mit Hilfe der Rechenregeln flir den Nablaoperator
V(aBc..) = V(aBC..)+ V(ABC..)+ V(ABC..)
Y

Y7(ABC) etc ist nach den Regeln der: Vektorrechnung so umzuformen,
daB direkt nach B mit dem Pfeil steht. Je nachdem ob B ein
Skalar, oder ein Vektor 1st w1rth7 verschleden.

aiv(Qa) = V(QSA)+V(<{>A) = (VO A+ (VR =R.grad¢ + P aivi
~~ div( $gradp) = graad .graa + $aivgraad
oder: ¢A¢" = div((ﬁgrad&ll) )-(grad¢)2=‘div(¢f):
Einsetzen in W: |

w=--aﬂfdw(cbf—:)olv + & ﬂEm dv

Das erste Integral formen wir mit Hilfe des Gauss' schen Satzes
um. Welterhln fallen (ﬁ(r) und E(r) fiir rdumlich begrenzte

Laaungsvertellungen mlndestens wie ¢~l/r, E(r)~'1/r fiir r-»® ab.

W (dEy A 4 ¢ 4 -

ﬁfdeE)dV: ﬁ(bEdF ~ 2 4TR ~ 5 >0 fu'r R
V(R F® .

Sofern wir das Integrationsvolumen {iber den ganzen Raum,erstrecken

wird der Oberflichenterm exakt gleich Null.

w= & [[EG dv-

Bemerkenswerterwelse ist nun W> O, denn E> 0 ..
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Dies liegt daran, da8 W nun .nicht nur die Wechselwirkungsenergie von

Ladungen in verschiedenen Volumenelementen enthdlt, sondern auch die

Energie, 'die ndtig ist Ladungen innerhalb eines Volumenelements zu

konzentrieren. Wir betrachten als Beispiel das Feld zweier Ladungen %z

bei Rl.und R2 , E = El-+ E2 : ‘ 4
&l ~ = .2 22 av44 E av + 25‘ BB, av [P g
W= 2| E +EN S av —‘& ES 7% 1 E2 @
| W B T 2
=P oo =P o ~¢(R7) ?z

Flir zwei Punktladungen wdren die "Selbstwechselwirkungsenergien" sogar
unendlich groB. ’
Bei Anderung von Ladungen Qi um in bzw. f(?) um S&(f) wird.
dem System elektromagnetisches Feld die Energie
- -

> fr,) ao, = ﬂTqﬁ(r) Spd av

1=
- zugefihrt. (D. h. nicht der K&rper, der die Ladung trédgt, sondern das
' Feld bekommt die Energie zu bzw. abgefiihrt). Dabei spielt es keine
Rolle, wie in konkreten Fdllen die Ladungsdnderungen realisiert werden.
Umformung des obigen Ausdrucks liefert wieder:

) AME o d SETdy — dm . Se1dv - ?ra(/(:SEa
ﬂfcb( )gf( ) dv = [fqﬁ() o-[:? € {dv ﬂ] [qgf €] ?m
= ?o’mcﬁ)-g&'(*) dv =Emw(r)dv —>0

Energiedichte: w@®m =18 E%®

w(;) kann man als Dichte der elektrischen Energie ansehen.Teilt mén
dle_gesﬁmten Ladungsédnderungen ein in Anderungen von "freien" Ladungen

le und Anderungen von Dlpolmomententﬂ’eln , SO0 erhalten wir:
N 4 s .i. S p. TN i ";2_‘

= $:d0:- E:d: = [[[bo b ~ ED 9FAAV = S m feF o dv
i 5

Wir betrachten nun den Fall elner gegebenen Ladungsvertellung.f(r)

die sich in einem HuBeren Feld E (T) = -grad éér) befindet:

LG 2 [ 20 b dv

Wir entwickeln ¢a(?) um den Punkt R innerhalb der ﬂédungsverteilung,

den wir der Einfachheit halber als Nullpunkt des Koordinatensystems

wdhlen.
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o

Y

F; 3 ?qg ; . A \ -X: X
(ba(") = ¢a(o) + ; j‘-((_,?—o X, + 5 o X.‘BX/, o X K +..
W @(O)mj’(f)dv + Z fﬂf(v X; dv +2 Z_ 9” fﬂf(r)x ,(kc[y \‘

r~ ‘
Qlk sind mit Ausnahme der Dlagonalelemente, identisch mit den b

Quadrupolmomenten Q. ik ‘von §13. Da weiterhin innerhalb des

Probenvolumens fiir das &duBere Feld div E = - Acba—- 0 gilt,

dirfen wir unter dem Integral xlxk durch XX~ rzgik ersetzen;
.h. wir dirfen statt Q ik Q. ik schrelben.

‘ = = < 'Déif
40§ - BT -4 2 T | O b

Die Kraftwirkung auf dievLadungéverEeilung erhalten wir aus:

~

K = —gradW(ﬁ)

wir diskutieren im folgenden nuf das erste Glied der Multipol-
A ' s ,
beitrédge zu K, welches ungleich Null ist.

1) Qo 75 o W(\R) v= Qo.c{;a(R) K,= QO'Ea(R)
2) Q, = O Gesamtladung Q =0, Dipolmoment Qi=(§)i#0 (Qi hdngen
Qi # 0 nicht von der Wahl des Koordinatenursprungs ab,siehe §1
W(R) = -B.E,(R) - K.= grad (.E) = (P.grad)E

a) 1nhomogenes E ~Feld: dEi/dxk%Q '§¢o

b) homogenes‘Ea+Feld: K=0 aber es gibt ein Drehmoment .
D=-dW/&y =- Easin9 BrE,

3) Q, = 0. Gesamtladung und Dipolmoment sind Null.
’~Qi = 0 Qik hdngt demhach nicht von der Wahl des
Qik# 0 Koordlnatenursprungs ab. siehe §l3)

3E54
_ - 4 -~ Dsél - _
WR) =3 Z.—;Q“h_—‘ax-b% = Z Q. L‘;‘“‘ Z(Dh
‘ Y Ee Lx )(z)(_g)
4 9 ¢§ A Z Gy _____é;_L__—
ﬂ =~ vk .
N -
a) homogenes EaeFeld: W=20 K =20 D=0
b) linear inhomogeneé.gaerldE W(E) # 0 § = o} B # 0
c) beliebig inhomogenes Ea—Feld:W(E) # 0 X # 0 D # O
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Kap. IV: Das von stationdren Stromen erzeugte magnetostatische Feld

§ .12 Vektorpotential

—

Fiir eine vorgegebene Stromverteilung J(¥) berechnet sich das Magnetfeld

aus den beiden Maxwellgleichungen:

§ B-dF -0 .,4;,5;0
z

oder

ﬁ Bed7 =/a°-3 %g‘;l? ’mf B.;u,‘j’(?)

Grundgleichungen

der Magnetostatik

Auf eine zweite Quelle flir stationdre Magnetfelder, nimlich magnetisierte
Materie bzw. magnetische Momente von Elementarteilchen, werden wir spiter
‘eingehen.

Die obigen Gleichungen besagen, daB B stets geschlossene Feldlinien hat .
und daB die Wirbelstdrke von B durch die Stromdichte/agj(?) gegeben ist.

In einfach geTagerten Fallen kann man die Symmetrie von §( r') erraten und
den geschlossenen Integrat1onsweg'ludann so wahlen, daB der Integrand
konstant 1st

‘§ B"ka[? - Q(’r’)jgld?l =/«°'TJ
of”

ol
Beispiel: .
Feld eines unendlich langen, dtinnen stromdurch- +7
flossenen Drahts. . e — .
Aus Symmetriegriinden hat B nur eine Tangential- (:\ﬁ~,? €
Komponente, B (-, ) = By(f)é;, die auBerdem B
nicht vom Polarwinkel ¢ abhdngt. Wahle als
Integrat1onsweg einen Kreis mit Radius f-Lﬂz
J geht durch den Mittelpunkt des Kreises.

- !
§8°o/'? = By Mg = 4, -] ~

- /ao:fi -
By = 2mwe 'E?
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In kompTlizierten Fidllen 16st man,die'Maxwe11g1e1chungen durch Einfiih-
rung des Vektorpotentials A(F).

Wir gehen aus von:

a) oder B =0 Z = ot ] . )I _ ‘2;

8) M§=/ao;

3

Die Vektoroperation rot rot A formen wir um mit Hilfe der Beziehung:

Da rot grad ¢ = & ist, bestimmt das Feld B das Vektorpotential nur bis auf
einen additiven Gradiententerm. Die Beschreibung des Magnetfelds iiber das
Vektorpotential A 148t daher noch folgende

o . - -\ - -
Eichtransformation A— A=A+ 5ynzol}f\Cf)
zu. Um den Term grad(div'K) lTos zu werden, wihlen wir die Coulombeichung:
AdicA=0 ~ 4Ari;a4uo(QA&== AN=0

Im einfachsten Fall ist dies N= O

Gleichung fur das Vektorpotential: A )f' = :/agf;zkiv ‘(p{;b-)f =-&ﬁ

Jede Komponente von A(Y¥) z.B. A, (x,y,2) erfiil1t daher eine Poissongleichung,
deren Losung uns bereits aus der Elektrostatik bekannt ist.

Vektorpotential: /T(?-:) = ,4/;_‘ SSS If :.I) o“/I
F-

T A7
"’_._./“o__._—
AF) = 4 |# -7 7

£
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Aus A(F) berechnen wir das Magnetfeld B(¥)
A Z?(’;'))
B = 2wt A = s 'ﬁr <ra4f(rL;=f5;w

ot (fe Jeo) = (Gead fei)x D+ { i) yot Teh)
oty

z.B. flr die x-Komponente (differenziert nach ¥, nicht nach F\)

7. 7]

=0

| # -7

L) =l - o L
e - P e [z-3

2 =%y 7P - (-3, 4y ) _

%;C?")> P ( 7 ) )

I—. —-0\

-y -J|3
Biet-Savart'sches Gesetz: 17 - "

(PRI T

#-#7

By Ao (;u"—;)xj.(?‘) V' (f?-*r)x 70(
8(7')-477 gg |72 -F) o a(umme—r 477' 5 |7

Leiter

x= /KfO*mf

Ebenso wie im Fall der Elektrostatik ste]]en d1e Formeln fir A(r) und B( r)
die gesuchte Losung unseres Problems dar; in vielen Fallen ist es Jjedoch

einfacher, direkt die Poissongleichung fiir R zu integrieren und dann iiber

B = rot A das Magnetfeld B zu berechnen.

a) homogenes Magnetfeld in z-Richtung ' £ R
' A | a 4 ) Ar B8
B =(0, 0,8
DA = ('CC x 8 o)
A = (8,0, 0) |
. -> _ _ﬁ _ — - - — L - RN SN R —
4'44)/4 "(25)/,?5)4/0')=215X’f _/Z e — | 0 b
In allen 3 Fdllen ist div & = 0. s A ‘
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b) Tanger, stromdurchflossener Draht

Das Magnetfeld B ist uns bereits aus § 1 bekannt. Wir versuchen, diese
Lgsung durch Integration der Poissongleichung fiir R zu finden. Der Draht
liegt auf der z-Achse. In Zylinderkoordinaten gilt:

4 ¥

)7'
4/7 (¢, ¢2)= <§ ')f § 35’ 2 3-‘;1 + b_zi>Af(f’%z) = 0
AAW’/”*”( )’450(5’/%3) =0
AAz(f/V’/Z):'( | )Aé(f/‘f/z> =0

Die gesuchte Losung muB die folgenden Bedingungen erfiillen:
i) B kann keine z-Komponente haben . A{r); B = rot A, kann daher
SOfgewéh1t werden, daB.ﬁ(?) nur eine z Komponente hat.
ii) B ist rotationssymmetrisch um die z-Achse
i11) div & = 0 |

* Wir versuchen den Ansatz: J= (,45,/ ,4) mit A = ,47,‘= O Al ) = A, ()

81
A st ot d = e L &
f Jf(f Y ) =0 A~ /43(;) -«&15’/] V-4 wrf ; 7 e%p

3 (=0) ist eine unwesentliche additive Konstante.o¢ bestimrhen wir Uber das
Ampére'sche Gesetz: : , o
. - o~
') o4 = - T = . . = - -]

: Kreis parailel zurx-)/Ebene' mit x=y=gals Mittelpunkt)

0J
Vektorpotential: A (¢, ¢, 28) = /“,r on
Magnetfeld: 8 (¢, ¢, 2) = ,ZAF‘—;?— 'é"o

c) Stromdurchf]ossene rechteckige Schleife Z2

Wir 16sen A/L/a; durch Ana1og1e—
betrachtungen (¢ ‘-';x,jy,ﬂa, é,"’/“ »
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Y F Ll'»nl.f‘n[aaluuy A-
S S e '
. —<T
AAx = e 'Sy } 2 X eafspric/lf i X
X L+ -4
A e T
{
Dipolmomenmt: o)l I =-yaiz =-48Q, +468Q
7 Ly Q, = A, Ja
L S
s8Ay = -0 gy 4,4 f’“[ . < extspricht ’ &
L
Difd momemt s #a)b I = falT b= a a, -a @
Q, = X, 14
aA, =0 wihle A, =0 -
In der Dipolndherung erhalten wir somit
4 - _/ﬁ_-‘fa,gzgj A =/a. Yo b T x ,4}.-_—0’
" 4r >3 y T 7

Die Bedingung div & = ¢ ist hier automatisch erfiillt. D1e drei Gleichungen fiir

A,‘/AWA schreiben wir kompakter

Vektorpotential eines

magnetischen Dipols A= ir

Pt a‘fa/&I'éa:I"?'é}

In unserem Fall steht ¥ senkrecht auf der vom Strom umschlossenen Fliche ¥.

Fiir beliebige Stromverteilungen ist:

’)’h=jjf'rx7 '7)0(1/' —_ I'i{?lxaﬂ?‘

Wir berechnen aus A das Magnetfeld B:

M Ay _ My A Fomxa
*x" 2y o2 Y
o 3y 2
By~4F ad

Ao (A,
By = %r U 73

Zusammenfassung der Komponenten

B- Ao 3(FAF)F - F
4 s

>

liefert das Dipolfeld fiir B in der uns gewohnten Form.

-



Kap. V. Zeitlich versinderliche elektromagnetische'Feldef;

81 Zustdnde, Observable und Dynamik des elektromagnetischen

Felds: Teil 2.Energie, Impuls und deren Stréme.

Das elektromagnetische Feld ist ein dynamisches System,

d.h. es transportiert Energie, Impuls, Drehiﬁpuls.w Wie wir

in III.7 fiir statische elektrische Felder erarbeitet haben,
beS1tzt das Feld Energie, dessen raumllche Verteilung durch
%ELL(ﬁ gegeben ist. ‘Fur statische Magnetfelder hitten
wir analog ZPBC“ erhalten. DaB das Feld‘Energie (und auch
1mpuls, Drehimpuls) "hat", sieht man besondefs deutlich bei
Zeitdbhéngigen Feldern, welche Energie (und Impuls, Drehimpuls...)
von eihem»mechanischen System aufgenommen k&nnen,um sie dann '
mit endlicher Geschw1ndlgke1t durch den leeren Raum zu trans-
portieren. (z.B. Abstrahlung von Wellen durch beschleunigte
Ladungen und anschlieBender Empfang der Welleh mit einer
Antenne) . '

A: Zunichst befassen wir uns mit der Energie und dem Energie?
strom. Es llege e1n zeltabhanglges Feld vor, beschrieben
fdurch E(r t)und B(¥,t),das Arbeit an geladenen Teilchen (bzw.

7
"einer Stromvertellung J(r t»lelstet. , ‘ ‘ , - ,/
s . E Vi
Wdahrend dt vom Feld d q )od /%dé
~an den Strdmen geleistete - ‘ ‘
‘ J M} iu G Go dV il ¢
Arbeit, bzw. erbrachte i e
Leistun o Y //’Baluknvc. dea
v g9 Tolchrus

Wir eliminieren'ﬁ(?,t) (das’ganz beliebig sein kann,und

auBerdem auch von E, and B abhdngen darf!) mit Hilfe des
Ampere'schen Gesetzes;

7G4 = Lok ®- 657

und benutzen die Relation

i
@L
a
b
o
X
-
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v —3{%’—: Ml 7eav =Jﬂdv{ﬂ g vk 3- af-g} mdv{ o £, 2 -

(2 v v

BN -
Um Symmetrie in E und B herzustellen ersetzen wir v« € !
™€ =- ‘VB(HfJ (Induktionsgesetz). Die vom Feld an den
Strémen geleistete Arbeit ist dann

i _fav{ fled g 81 v dofhies]]
Andererseits ist nach Definition von W

fffdv{ni?f“ 1t delf }“'MN”“’

Da diese Relation fiir belleblge Volumina V gilt, schlleBen

w1r auf die differentielle Form

;)T ’b)'(-r(fj + du SGFRt) = - %‘(ﬁf}'E("""

welche\die lokale Erhaltung der Energie ausdriickt (siehe<§c)

at e d
Energiedichte des Felds Wittt = 386 E(nt) + Zpo B (et
Energiestromdichte g(a{, - % E(et) x R(ﬁf)
o .

(Poynting'scher Vektor)

Quellepbzw Senkendichte glirt) =- 1(“t)‘E(rAJ
fiir die Energie des EM¥s

mr;séxﬁj}

Die Energie des Systems elektromag. Felds kann sich innerhalb

eines Volumens V daher aus zwei Griinden &indern:

DWnt) R -
Ere == = ~ dio Serk) + T(¢)

dﬁr(ﬂ:zmw(guff #S(t.t} dA + mq-(—.t) dv

Ju
) y B




a) tber-divs bzw. —§SdA ;S d.h. durch heraus (oder
herein) stromenaus dem (in das) Volumen V iiber
seine Oberfliche § (V) . 1In diesen Fall bleibt
die Energie dem System el. mag Feld erhaltenf sie

wird lediglich rZumlich umverteilt.

b) iiber OTﬁOc~?E.Dieser Energiebetrag verschwindet
ganzlich aus dem Feld (bzw. taucht im Feld auf),
und wird dem mechanischen System geladener Teilchen,

das j(r t) beschreibt, zﬁgefﬁhrt (bZW,‘entﬁommen).

dWmL -4 m'}u.t) Ecnit) dV

Wir formulieren dann den Energiesatz in der folgenden Form:

3_{ Woea, t. W;} - §df\

Fw)
Energie der - Energie des durch die - Die Anzahl
geladenen Felds in V. Oberfldche der Teilchen
Teilchen im o von V - in V soll .
Volumen V. ‘ ’ gestrtmte . - konstant bleiben.
' Energie. ‘

Vorsicht_ . 7

Wir haben zwar die Enérgie des Felds ﬁber‘die Lorentzkraft
gewonneh, trotzdem spielten Energie (Impuls, Drehimpuls) eine
fundamentalervRolle als z.B. die Kraft. k

Es ist naheliegend, aber nicht zwingend,die Energie (Impuls,Dreh-
impuls) raumlich zu lokalisiefen. Physikalisch wichtig sind

die Anderungen der Energie (Impuls, Drehlmpuls...)

ercht immer beschreibt der Poyntingvektor S den Energiestrom,

in dem Slnn, daB ein Energiefluss durch e1n Flidche beobachtbar ist.
Nur div S bzw. ffs dR ist phy51kallsch relevant sodie’ Ltkvmetuuua
Beispiel: statisches, homogenes E Feld, dem ein stat. homog. B-
Feld senkrecht iiberlagert 1st.5»ﬁfﬁn*° aber divS =0 1



Beispiel:

Energiestrom beim (langsamen) aufladen
eines Plattenkondensators. Die Zuleitung-
en sollen einen vernachlgssigba: kleinen
Widerstand haben.

W-46E (TRL)

Energie im Kondensator:

zeitliche Anderung: az—m

Wenn der Kondensator aufgeladen wird, so

e wu il G O 1

dndert sich E , also auch die Energie W.
Energie muB deshalb von "irgendwoher" in das ~ == <
Innere des Kondensators strémen. Strdmt diese (d? 5y

Energie mit den zugefiihrten Ladungen durch

den Dréht in das Innere des Kondensators?? H
NEIN !! Dies geht deswegen schon nicht, weil
E senkrecht zu den Platten steht und'Eucﬁ
parallel zu deh Platten wdre. DieUEnergie
strémt daher vom AuBenraum in das Innere

des Kondensators.

Energiestrom durch die <. wRl = 20k EH ////;;: ‘\gz\

Mantelfldche des Zylinders:

o>

v

3ld?osz=n

Berechnung des Magnetfelds: %ﬁl? :il—{—ﬁsd; + gS d?

S e

d

O
)

2¥RH = g E TR 0=
HR =4 &ER

Energiestrom in das Innere . 2 J : /
des Plattenkondensators: anRAEH = £, EE (“Re\) = ﬁ(%&t "?éx)

' *
2WRhS ist also identisch mit W.

Literatur:

Falk Ruppel, Energie und Entropie, §7
HFeynman lectures, Vol II, Kap. 27 (Energie, Impuls, Beispiel)
Becker - Sauter, Theorie der Elektrizitdt, S.157 (Impuls des Felds)
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Impuls und Impulsstrom des Felds
Wir betrachten ein System geladener > Ballubuwe
Teilchen im Volumen V, und nehmen

an, daB kein Teilchen V verlisst.

. .
Enderung des Gesamtimpulses d P

‘der Teilchen in V. dt -

Lorentzkraftdichte 4(?,{) = f(;,f/ Ehe) + i(r‘,{:),( E(;:f/

Wir eliminieren in f(r,t) £ und’g durchQE,E und formen geeignet

um, so daB wir auf die Form eines Erhaltungssatzes stoBen.

MG1ln: eGt) = & d&yg ' , ‘jtf,-t)z/-i;a’rn"ﬁﬁ-—/&j—‘g‘
2 | 4(f.t,o'=.'E’OEo?wE +4‘(rn’{~B)x E‘_ g%‘:xff
L= % s - = F
Umformung: o BX‘W :*}{ (cx B) + Exyr
‘ ' I
; 9_‘/— S
MG1. ,» 7 = -nfe
‘N <f(?,{;)-= E;Eo@oo? - & ExrdE - £ Exrd 7 - &3%(5"3)
Um die Symmetrie in E,B zu wahren, addiefen wir 'ﬁoﬁ-bhuqa =0
— - - - - ~> , = - 5 ? -'.).
A G~ & EdioE - Enrid Ef+ £ Bdw B-RxMBj‘R{QE"E‘f

Mit Hilfe dieser Umformungen 1#8t sich dann der Impulssatz
schreiben als:
s fateia | - Jleresoe el + 4050 Fur B4V
1 g v ) |

Jwp.  Impuls des Aus dem Volumen V heraus (bzw. herein)
d.Teddss  Felds gestrémter Impuls des Felds

_ - ) i'é
Impulsdichte des Felds: /f(ﬁf) & E('t)* B(ﬁt) 0 S,
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Um die Impulsstromdichte des Felds zu erhalten, muss man das
Volumenintegral auf der rechten Seite der Gleichung in ein
Oberflidchen_integral umformen, d.h. der Integrand muss sich
als Divergenz:dwT schreiben lassen. Allerdings ist dies
hier wesentlich verzwickter, als bei der Energiestromdichte.
Dies liegt daran, dasB w (%,t) ein Skalar, p(t¥,t) dagegen ein
Vektor ist; divl muss dahef ebenfalls ein Vektor sein, d.h.

7 ist ein Tensor zweiter Stufe! (der sog. Maxwell'sche

Spannungstensor),
Vektorrelation: li %Gd =-(BV)B + B=» rel 8
‘A BdoB-BrrdB = BB +BVWE- £ Qur B
' = -y —
i= dio[ B: B - 48]

‘Definition der Divergenz S et z 07 % (V)
eines Tensors zwelter du)rr\k = 7x;

Stufe

- -2 , =22
?, EOE. iB _’(g°E+',ifoB)'ﬂ
Maxwell'scher \
Spannungstensor ' 7'7[ = &E £y + R ?k (f‘t) S n

Impulserhaltungssatz des Gesamtsystems "geladene Teilchen
plus el. mg. Feld"

At Joon|

ﬂMTW ﬂ ) dh

‘ Jw)
Impuls der Impuls des Impulsstrom des Felds
Teilchen Felds in . durch die Oberfldche
in V. V. von V. (K: Normalen-

vektor)

In differentieller Form lautet der Impulssatz:

3B v diolF) = - {G0=-f 74 74B]
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d.h. - 7 bezeichnet den Impulsstromdichtetensor und - ?(F.f)
die Quell-(bzw. Senken) dichte fiir den Impuls des elektro-
magnetischen Felds.

-Ba‘xk lueve

Der Impulsstrom elektromagnetischer

Kowet

@ s....

Strahlung spiegelt sich wieder im
Lichtdruck. Die Richtung von Kometen-
schweifen wird jedoch durch den

etwa 1000 mal stirkeren "Sonnenwind"

bestimmt.

Neben Energie, impuls hat das Feld auch Drehimpuls und
es gibt einen Drehimpulsstrom. Die Ableitung dieser Gr&B8en
ist allerdings noch komplizierter als fiir den Impuls.

Dreliiw fu?td.‘ct‘e : Z(’F.t) -1k F(Eﬂ

Literatur:
Jackson: Classical Electrodynamics.
Becker-Sauter: Elektrodynamik Bd. I S95.

Beigpiel 1

' Gegeben ist‘eih elektrostatisches Feld, dessen Feldlinien
parallel zur x-z Ebene verlaufen, d.h. Y

EG) % (E,;(%)‘ o; E:}(?)) - (Ecny(wﬂm) 0, m9(a) |

Wie lautet der Maxwell'sche Spannungstensor,und welche
Kraft wirkt auf ein zur x-y Ebene paralleles Fldchen_ element, di.‘

42 7 ae..
Tm
29
—
X
o |
§2'_>(E,\-E§; o £ BB\ 2 o swz.‘}\
> f : . - P}
T =10 - & (6, 16,) 0 = %|E(,,(. o 4 0

e o el i3 o wd



&> -~ o1 = . | el
Kraft auf dA: d;:'\T'K)O(A = ( gia\t\ Dwng o, §Z'a“:\ 6@29)
d=0, d A 3

= E“-gg il f?‘- : dF = €°‘E|zf;t dA :Z_fgg_u‘a QILLJ;VGH‘IT
-F ak E-iflg LA d¥

z
S BIECR AR Deuck aukd daRick &

In beiden Fidllen wirkt die Kraft senkrecht auf das Fl&chenelement.

Beispiel 2

CoulombabstoBung zweier Punktladungen im Bild der Maxwell'schen

o
Y
6 1
. 5

“Spannungen". (Becker-Sauter, Bd. I, S. 95)

ec

K4

K’*/Ie—a—ae—-—a _,I\Lm“
Ld. 2 7.,

- 4 .?_ e - J
- 4 T — *e
Auf der z-Achse gilt. E Fic. 1 (€ +¢)

&

. - -ty Y .
mit : €t = Z(MQ‘(": . Swd=

E liegt immer parallel zum Flachenelement in der y-z Ebene @uf?61‘*€‘
Wir betrachten den Halbraum X< O, und integriereneFM iiber

die Oberfliche von X£0. Mit Ausnahme der Fliche x=o0 llegen
dieégnderen Teile der Oberfliche vollsténdig im Unendlichen,

wo 1(F)=0 ist.

« . 4 - gt 2 ' -
Auf der Fliche x=o ist: 1A=-1&[E@LA € (siehe Beispiel 1,91

-» w2 > 194
gesamte Kraft auf x=0: Kzz- K -4 & E(0,42) d‘a»di " = k,

7 _ 'f” | v z |
"'2 _\»_(_'_2% ! Diuz@ dx d_‘l ’é’ 1 q" -e> (2a.)1 (d*? g________.edl
1 2% v * e @)t ) (a't4')? |
-0 T Nt -

AN CSeEEN 1a a?

Es wurden Polarkoordlnaten b,¥% in der y 2z Ebene benutzt. Wie er-

wartet ergibt sich das Coulomb'sche Kraftgesetz. Beachten Sie jedoch
die vBllig verschiedene Auffassung Uber das Zustandekommen von E;.
a)iibliche Auffassung: Feld XPn Ladung 2 iibt eine Kraft K1 auf
die "PﬁsPe¥3§ung" 1 aus: K, = q, E2(§12
b)Krédfte K1 ,K2 51nd eine Folge innerer "Spannungen" des Maxwell-
Felds: K ¢ n dA. d.h. eine Eigenschaft des gesamten, von

Ladungen 1 und 2 erzeugten Felds.



2 Quasistationire Felder

In den Kapiteln III und IV haben wir untersucht, wie man Felder beschreibt und diese
fiir zeitunabhéingige Ladungs- und Stromverteilungen berechnet. Fiir diesen Spezialfall
zerfillt das EMF in zwei unabhéngige Teilsysteme: das elektrische und das magnetlsche
Feld, deren Beschreibung weitgehend parallel verlduft.

' Als ersten Einstieg in die Dynamik des EMF’s betrachten wir zunéchst quasistationiire,
d.h. zeitlich langsam veréinderliche Felder. Hierbei wird der Term 0E /0t in den Maxwell-
gleichungen (und damit die Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen) vernachléssigt.

1
divE = —p(rt), |divB = 0,
€0 ‘
B | . OE
rotE = —-W, rotB = /,ng(r,t) +f€/0£,!,(j-5?

In der quasistationiren Niherung folgt das Magnetfeld B(r, ) instantan der Stromver-
teilung, d.h. man ersetzt in den Formeln fiir A(r) und B(r) des zeitlich konstanten Felds
einfach j(r) durch den Momentanwert j(r, ). Fiir das elektrische Feld ergibt s1ch jedoch
aus den Indukt1onsgesetz eine weitere Ursache

~/ [

%E Ydr

Umd = _¢ t)

Von grofler technischer Bedeutung ist die wechselseitige Induktion verschiedener Strom-
kreise. Cy, Cs,....Cy seien geschlossen<Leiterkreise. Die in ihnen fliefenden Stréme er-
zeugen jeweils Feldbeitriige B; und iiberlagen sich zu einem Gesamtfeld :

: N 7 :
B = ZBJ = ZI‘OtAJ’
o =1 j=1

l

Der FluB in Schleife 7 ist

// r) dF = ZfAdr

Dieser kann mit der Integraldarstellung fiir A(r) aus Kap. IV.1 umgeschrieben werden

N
¢ = LijI;(t)
j=1
L;; = Lj; bezeichnen die Induktionskoeffizienten.
f 7{ dr - dr’
| b =7l
Die in der Schleife i induzierte Spannung

'md - ZL’LJI



setzt sich demnach aus zwei Anteilen zusammen: der eine wird durch Stroménderungen
eigenen Leiter (i = j, Selbstinduktion), der andere durch solche in fremden Leitern 7
(4 # j, Wechselinduktion) verursacht.

N.B. Die Formel fiir L;; mit ¢ = j ist in der Praxis leider wenig brauchbar. Eine direkte
Berechnung iiber das B-Feld ist besser (z.B. lange Spule).

Magnetische Feldenergie

Die vom Strom I;(t) an der Schleife i verrichtete Arbeit ist nach [ U(#)I(¢')dt
et N .
W; = / dt' " LI (¢ (t)
-~ 00 J=1

Insgesamt

t ' . :
Wpes = /_ Y Ly L) ()

1,]

Dieser Ausdruck ist identisch mit dem magnetischen Anteil der Feldenergie

Winag = ///B2 #)dV = Z LZJI )I()

Beispiel:
lange Zylinderspule mit N Wind. pro Linge L und Radius R;

Magnetfeld:

Flus:
Induktionsspannung:
Selbsinduktivitét:

Feldenergie:



§3 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen im Vakuum

Im Gegensatzvzu den meisten bisher behandelten statischen Problemen
der Elektrodynamik wollen wir uns jetzt zeitlich und rdumlich rasch
verinderlichen Feldern zuwenden. Der Einfachheit halber wollen wir
annehmen, daB diese Felder sich im Vakuum ausbreiten, auBerdem sollen
in den betrachteten Raumbereichenrkeine Ladungen oder Strdme vorhanden
sein. Auf dés Problem wie man solche Felder\erzeugt, werden wir bei
der Behandlung des Hertz' schen Dipols zurilickkommen. ‘

Wir gehen von. den Maxwell—Gleiéhungen aus:

1) divf

i
(@)

- 2E

|

2) rotE 4) divB = O

Aus diesen Gleichungen k&nnen wir eines deryFeldér E oder B .eli-
minieren. ‘ '

—a ‘b -l
otk B -2k R

z..a
- o€
W*‘ *("ME'-'" ?o}‘-a e

Bilde die Rotation von 2)

verwende 3)
‘ \ -
E

A ’: - ‘ ”3' Q I ’J\: =
benutze -, (dﬂggffa) vk E = - AE * ¢¢61 chwr F om0

, N ,
_Hieraus folgt fiir E(r,t) die Wellengleichung. Analog gehen wir fiir
—g(?,t) vor. Kennt man jedoch bereits 'f(?,t)f so ist das zugehdrige
B - Feld (genauer dessen zeitliche Ableitung) nach der Maxwell-Glei-

chung 2) bestimmt.

| A
ol

F N

’14 . :
- dE 3. 0 c 7
Wellengleichungen DAE=Z=yr 0 AB= SAJE

N

—

Jede Komponente von E oder B erfillt die Wellengleichung. Aber

die einzelnen Komponenten der Felder s$ind nicht unabhingig voneinan-

der, sondern sie sind iiber die Maxwell-Gleichungen mit einahder ver-
koppelt. Darauf hében wir bei der Berechnung der Felder zu achten!
Die‘Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen ist gleich der Vakuum-
Lichtgeschwingigkeit.
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Wir untersuchen die Wellengleichuq}fﬁr‘dén Spezialfall einer Raum-

dimension ndher:

v | 1 v,
DY YYD F(Et
Wellengleichung AN (L) = ’Cj: PR N DAL ,_'
+ -
allgemeine Ldsung izt = f (2-ct) + {7(?+(f)

ft(F ) sind beliebige, zweimal differenzierbare Funktionen. f+(z-ct)

beschreibt ein Feld, das sich mit konstanter Geschwindigkeit und

konstanter Form in Richtung der posiven z-Achse ausbreitet. f (z+ct)

breitet sich dann in negativer z- Richtung aus.

Apta-cu) —_—

T =t B
cto z
L&
. ”‘\
’
N
/
’
P .
~Cto : Z

Die allgemeinste L&sung der Wellengleichung 148t sich demnach durch
tUberlagerung von fi(z;ct) darstellen. Da die Wellengleichung linear
ist, breiten sich die‘Wéllenberge ft(z;ct) v6llig ungestdrt aus
und durchdringen sich ohne gegenseitige Beéinflussung.

‘Ein wichtiger Spezialfall der angegebenen Ldsung ist die mono-
chromatische,ebene Welle. An einen festen Ort z oszilliert Y (r,t)

mit der festen Frequenz W.

monochromatische, ebene Welle +
SR - Nzt = o (2-ct) = os(he-wt)
die sich in Richtung der posi- k- wt)
1(RE&-
tiven z- Achse ausbreitet. : =th e j
k = Wellenzahl, N
C A
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Der Ausdruck fiir eine dreidimensionale ebene Welle mit der Fre-
— ——
quenz W , die sich in Richtung des Wellenzahlvektors k , k|l=Ww/¢

ausbreitet, lautet:

ebene Welle: "~ Y(r,t) = cos(kr -wt) = Re o1 (kr —cutq

Anstelle von cos(if—t»t) kdnnen wir natiirlich auch sin(--..) oder
eine Ubérlagerung von beiden Funktionen nehmen. Re.... ist dann
durch Im.... zu ersetzen. Aus Bequemlichkeit werden wir meist die
komplexe Schreibweise vorziehen und erst am Ende einer~Rechhung den

Realtcil oder Imagindrteil nehmen. Dies darf man allerdings nur so-

lange tun, wie ausschlieBlich lineare Operationen auf WP(?,t)‘ange-
wendet werden! ! '
Wie lauten nun % und E einer ebenen elektromagnetlschen Welle’
Die Welle braucht nicht notwendlgerwelse monochromatisch zu sein,
'soll sich jedoch in Richtung der positiven x—Achse ausbrelten.
2

&

K
alle Komponenten von E(r,t) und B(r,t) hingen nur von der Kombina-

tion x-ct ab.

E(F,t) = BE(x-ct) B, 0) = Blx-ct)

Dieser Ansatz erfiillt automatisch die Wellengleichungen fﬁr.f und B,

aber noch nicht die Maxwell-Gleichungen.

s : € B DExrcy R
divE = 0 %: + g%& * g; = -3—5;—-—— =0 /N Euﬂ(ﬂ'ﬁ):E: = Coust
divB = 0 ’ o ‘ | B(Ft) = B = coust
S R S L - | -0
rotk =-5€- 25 53 Jt ~y V)
- - B
: pE  _ _ OB KASNA o
i T R
ey 0% _ B ~ 0€ _ 9Fe




E B 2 Ex ,
rotlé?,:%a-——:’af L ‘:Z[_Tt_' A 6 < b
¢ ot Yy L% 3 4 d )2 c
D2x ’Be  _ 1 4& q _ 2B 106y
PE % cr It & IK T et gt
53:1 aEx C 1 o€z ~ 9.88» _ __’f___'c)t:t
yx 3By ¢+ IC 7 X PINEe:
C, . -~ - — le)

X - Komponenten (=longitudinale E, B - Komponenten) Ex(r,t)=EX =0

beschreiben statische Felder, an denen wir hier Bx(?,t)=B§ =0

nicht interessiert sind. Wir setzen daher Ez = Bi = 0.

PN

-—
y - Komponenten (=transversale E, B - Komponenten)

& | P A B T By L)
o T UL
e —n B A mO - E
W L6 A By -k B

Hieraus folgen, abgesehen von rdunlich und zeltllch konstanten

Anteilen in E und B die Be21ehungen :
’B%(x c4) = [;(x ct) o Tg(x-cﬁz=é~5%(x~ow

E (x-ct) und Ey(x—ct) sind beliebige Funktionen 1hrer Argumente. Der
Elnfachhelt halber wollen wir eine Welle betrachten, deren E - Feld

parallel zu der y-Achse ist, EZ=O. Damit wird auch By=O.

Elektromagnetische Welle, EX = Ez =0
die sich in positiver x- - B (F,t) = f(x-ct)
Richtung ausbreitet und Y ,
s - . B, =B =20
fiir die E[/ y - Achse ist X y
B,(T,t) = f(x-ct)

Elektromagnetische Wellen sind daher Transversalwellen.
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Ebene, monochromatische Welle, Ex= E2 = %ﬁ_="8%,==0 -
' 1{Rx=t3t)

die sich in positiver x - Rich- E%iaf)= Eo&b(k%4uﬁ=7§25ee
tung ausbreitet. (= C k
Ba(3t) = é? (o> Chg- ot )

Wir berechnen Energie, Energiestromdichte und Impulsdichte der
ebenen Welle:

Tt
€o Ea ) (}é?‘”(”“{-)

1 T
. 4 -
Energiedichte: Uﬂﬁf)=%555'+ly°H'—
1,

T
o “ : i
zeitlicher Mittelwert:(ptﬂt)==zag [Uxﬁf)df" 2 Eo o

[o]

"d. h. elektrische und magnetische Energiedichte sind gleich gros

- s Ebz 1 | : — 3 1, Ty
= ExH = Cos(hg-tot) € = C- 66 olhr-tt) ey

Energiestromdichte: S
S

zeitlicher Mittelwert:

Die Energiestromdichte‘g ist - wie erwartef - gleich der Energiedichte
W(f,t),multipliziert mit der Lichtgeschwindigkeit. Fiir ebene Wellen

die sich im Vakuum ausbreiten ist ¢ also gleich der Transportgeschwin—‘
digkeit der Energie. Im Hohlleiter ist dies beispielsweisé\nicht so!

-

- Impulsdichte: . peats = g‘LS = 2 W t) Cx

AN

Eine ebene Welle transportiert daher Energie und Impuls stets in

einem ganz bestimmten Zusammenhang/
. Energie = Lichtgecchwindigkeit x | Impuls

wie man es aus der Einstein' schen Mechanik fiir ein extrem relati-

vistisches Teilchen erwartet, d. h. v-— ¢ oder moc2 > cp

relativistisches Teilchen E = vfkmocz)z + (cp)? — op

Literatur:
Falk - Ruppel, Mechanik, Relativitdt, Gravitation, §5 und §6
Feynman lectures, Vol II, Kap. 20 '



84 Wellen in Hohlleitern

Wir untersuchen nun die Ausbreitung V by
elektromagnetischer Wellen in sog. Hohl- - : \\\\
leitern (Wellenleitern). In einfachen \\\Q
Fdllen sind Hohlleiter zylindrische N
hohle Gebilde mit konstantem, recht-
eckigem Querschnitt und bestehen aus
Metall. Da wir an den Ohm'schen Ver-
lusten von Wellen nicht interessiert
sind, wollem wir annehmen, daB die
elektrische Leitfdhigkeit der Metall-

wdnde beliebig gut jst.
DaB in einem solchen Hohlleiter die Ausbreitung elektromagnetischer

Wellen mdglich ist, ist unmittelbar einsichtig: man sieht durch,

und Licht ist eine elektromagnetische Welle. Gegeniiber der freien

Ausbreitung von Wellen ergeben sich jedoch zwei wichtige Unterschiede:
i) Es gibt elne untere Crenzfrequenz, unterhalb der eine (ungedidmpfte)

Ausbreltung elektromagnetischer Wellen nicht mdglich ist.

ii) Die Transportgeschwingigkeit der Energle (=Signalgeschwindigkeit)

ist von der Vakuumlichtgeschwindigkeit verschieden: v * c. AuBerdem

hdngt v von der Frequenz w der Welle ab (Dispersion).

Wegen der groBen Bedeutung von Hohlleitern-in der Nachrichten-
technik,rwollen wir dieses Verhalten eingehend am Beispiel des recht-
eckigen Hohlleiters studieren. |

Eegund Beosind LéSungen der Wellengleichung mit den Randbeding-

ungen Et = Bn = 0 auf den Metallfldchen. Jede Komponente von E und B
ist von der Form: v = Fexv)- e,;(k-a - wt) ’Reé Wi )ellkE m:)j
(gemeint ist natiirlich stets der Real- oder Imaginé;teil von ¥ (r,t) ).
Einsetzen in Zlﬁn /f) ‘: i:f
fUhrt auf: ):‘/’0413/) . )w (w ) Vex, =0

" ,

Wir versuchen durch einen Separationsansatz,L&sungen dieser Gleichung

zu finden, mit dem wir die geforderten Randbedingungen erfiillen konnen.



Separationsansatz: VY(x,y) = .fcm - g (x)

/“00 4 wt 2
w I (o -k) =0

Da x und y unabhdngige Variablen sind, ist diese Gleichung nur dann

richtig, wenn 6 und 2 Konstanten sind.

]

%:-xl ~ %“U).,.xl/t,‘) =0 ~ %(x):: 044,;4;.;ex t e, el XX
" '
ZQ):—OZ ~ Yo+ ty) =0 ~ y)= o, A Ox + oL, <010 x
200 7. 52?’7 7Y 3 4 |

Die (noch unbekannte) Wellenzahl k h&ngt mit der (gegebenen) Fre-

guenz w und den Separationskonstanten @ und @ durch

2
T W 2 2
k=" -2 -0
zusammen. ¥ und € erweisen sich als reell und positiv, sodaB - x*

und - @*negativ sind.

Fiir die einzelnen Komponenten von E(T,t) erhalten wir demnach:

EX('f;t) = (&, -sintx + et,cos®X )" (e, sinfy + e ,cosey) - el‘(kz - wt)
Ey(f,t) = (ﬁqsinxx +/§coszx)"(/% sinGyJ-/%cosey) . el(kz - wt)

E,(F,t) =( Y sinx _-»-chosaex) : ()‘s sin9y+x4césey) . et(kz - ‘f’t)

Die m&glichen Werte der Separationskonstanten # und 6 und der Koeffi=-

zienten xhﬂ/y'bestimmen wir mit Hilfe der Randbedingungen:

=0 E_=0 =
&(:w.) Y ~ RO
EZ=O ~v ‘)lz =0’
x=a E= ~ Aampaz0 ~ A=A, =mT | mel,423..
=M. * .
0 ) Ez= dasse[ée
Sy 0 Tt
X = .
EZ=O ~~n }’q -,
y=b  E;=0 A sm b =0 A b= b.mmT [ = 0,423,
éuéel) E_=0 o(asse“e
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Fir das Magnetfeld k&nnen wir entsprechende Glelchungen ansetzen.
Leichter ist es jedoch B  aus der Maxwell- Gleichung B~—rotE(r,t),
bei bekanntem E(r,t) zu bestimmen. Die angegebenen Komponenten von

E(r,t) erflillen noch nicht die Maxwell-Gleichungen:

divE = O : ae-(ogq-,cdxx- Xy Arm X))oty A Oy + f i XX - 9-(/23m9/v-ﬂ444»9y)+

Hp, A 2x) e (P, a2n by )ik =0
hieraus folgt: <=0 /§3=0',' X o, o +9/{,/!, > ,I/c 74

y - A D-E' - -
roth--sz ' rotB:z;T— divB=0 legen B{T,t) fest,
Ergebnis:
: ) _ . _

E (T,t) = & cosrg’—‘ sinm-—z:- et (k2 wt); B (¥, t) =%sin-§- ""T)-’ 1(kz-wt)

— _ i(kz- wt) - 8 mrx i(kz~wt)
Ey(r,t) =f sin®fZ2 cos—Ze By(r,t) -ﬁ—-co stEs —b#
EZ (_I",t) = f Sinz‘%/}&n @_gyel (k,Z"wt)/. Bz(?,t) =%CO %}'_ _6§z (kz—ot)

o 2 M I\ T 32
Frequenz - Wellenzahl Relation: = k +‘672f) * ( 6 )

Die Hohlleiterwelle wird durch die Frequenz « und durch die Angabe
der ganzen Zahlenm = 0,1,2,... und n = 0,1,2,... und der zwei

Konstanten § und J‘festgelegt. § und J'legen ihrerseits die Konstanten
.%AX,&MEY' fest: ‘

w8l . BT g L L eemEl
pelhds a2 f £ - ";i-%--f-‘%w-f‘
'(121.. )'f }; = _____ kz) Jﬂ

Y=~

Spezialfdlle unserer L&sung sind:

L2

TE - Welle: (=transvefsal elektrische Welle)
§=0 - f'+o0 ~ £, =0 ;B %0

’ 2 /

d.h. das E-Feld der Hohlleiterwelle ist rein transversal.

E hat jedoch eine Komponente in Fortpflanzungsrichtung.

TM - Welle: (=transversal magnetische Welle)

§¢0 . ['=0 ~ E +0 B, =0

/ / 2
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Flir einen bestimmten Typ von Hohlleiterwellen gibt es daher eine
untere GrenzfreqUenz u?}unterhalb der keine (ungeddmpfte) Ausbreitung
von Wellen im Hohlleiter mdglich ist. Da k22 O ist, gilt:

w 2 w} = 4.7/(mafT>z+ ’m'é'”‘)z

Fliir einen rechteckigen Hohlleiter mit a2b hat die TE - Welle mit

n=1l, m=0 die kleinste Grenzfrequenz.

TE - Welle mit n=1, m=0:

Wz . T __fw N (T
Grenzfrequenz: w} == k= 7/(—ﬁ - (—a,")
. ' , w \  ’ — (ke -wt)
Felder: E, = 7 » 5x=f;fkf/$m’—’d’-‘—e4
\ . <(kz -wt
Wl g IX o B,= O
gy <? - 2 : 4
; R L (k2 -wt)
Eazﬁ 32_=4:c—52;,¢es—ae
y
S ;0 —_,..‘ P,.
S ‘ B
I B
) b I ] o] ® ® 0] ©.
|E BEIRE E e ol o
—z (a)
(a) X '
\ Ey
Ey ) . .
: ///’"\\:—vph : ///”\\\
- N ,
(b) a x ‘ (b)




V-20

Fﬁram%wird k2< O , d.h. k ist rein imagindr: die Amplitude der

Hohlleiterwelle klingt in positiver z-Richtung exponentiell ab, und

zwar umso stdrker, je weiter w unterhalb der Grenzfrequenz w, ist.

Wir untersuchen nun die Geschwindig- 4
keit, mit der sich eine Wellengruppe RS Y NP i:r?z;
(=Signal) im Hohlleiter fortpflanzt. * A AR A ploidi,
Eine Wellengruppe kann man sich aus . ‘ @
vielen monochromatischen Wellen auf- T e zn%fz:

)
)
:

gebaut denken. , . \\J/

TS -w(k)filk

>

p

LE

3
F

. ' +00
Wellengruppe: ’l//(z,é)':fA(l:)e
i ' 400 ‘ —
Zur Zeit t=0: Y(z0)=Y()= fA(lz)e" Pl k
-0 oo

-4ke
Fourier- Riicktransformation: A(k)= S"f(z/o) ol e

Ist z. B. ¥ (z,0) eine-bei‘zo zentrierte Gaussfunktion, so ist
A(k) ebenfalls eine Gaussfunktion. Ihre Halbwertsbreiten verhalten

sich jedoch zuelnander reziprok.

Vi) : ‘ 3y Alk)

JA

éﬂ | ) ;Z kg k

Da zum Fourierintegral hauptsédchlich k-Werte in der Gegend von kO
beitragen, entwickeln wir w= w(k) in eine Taylorreihe um k = ko‘
und brechen nach dem linearen Glied ab.

’ Adw(b)
Taylorentwicklung: w(k) = w(k,) + “M

| (k-k) .

i ik(z-—w(k.)’é) < [@ (kolke- w, ]t
Wellengruppe: ¥(z,¢)= fﬁ(f)e e o k
4 \_/V_-'—/
\_/v———x——/

Y(t)= ¥ (2-wlk)t) e"' E“"ko)'ko—w,jf

Die "Trigerwelle" exp (i Bw(ko)k -~ w,] t) wird durch den Amplituden-
faktor Y (z —chkO)t) moduliert. Die Geschwindigkeit, mit der sich

die Wellengruppe bewegt, ist die sog. Gruppengeschwindigkeit vg




. s . ol w (k)
Gruppengeschwindigkeit: V., =
ppens % = ok
co s . w (&)
Phasengeschwindigkeit: \? = —7:-

Die Gruppengeschwindigkeit ist die Transportgeschwindikeit der Energie,
sie ist im allgemeinén verschieden von der Phasengeschwindigkeit der

Welle.

Fiir die TE- Hohlleiterwelle mit n=1, m=0 ist speziell:

w - k Relation: wlk) = <9/ k- (‘E‘)z

,Phaséngeschwindigkeit:

-~
]
~
T
! .
@
<
!
A
~N

Gruppengeschwindigkeit:

S
"
o

Ep

. ‘g)z_ (%)z

-k :
Bemerkehswérterweiée ist w(k)  identisch mit dem Energie - Impuls
Zusammenhang eines (relat1v1stlschen) Teilchens, wenn man w ( bzw. die
zu u)proportlonale GroBe #w) mit der Energie und k (bzw. #£k) mit dem
“Impuls und - a < Z (bzw W”?) mit der Ruhmasse des Teilchens identifiziert.

E(pi= | (moc) +icpy

Die bei der Entwicklung von w = w(k) vernachldssigten Terme von
zweiter und hdherer Ordnung fiihren dazu, daB sich die Form des Wellen-
pakets im Laufe der Zeit #4ndert: es flieBt auseinander! Diese Erschei-

nung bezeichnet man als Dispersion , die immer dann auftritt, wenn

w =w(k) keine lineare Funktion von k ist.

Literatur:

Feynman lectures, Vol II, Kap 24
Falk - Ruppel, Mechanik, Relativitdt, Gravitation, Kap. II
Cheston, Elementary Theory of Electric and Magnetic Fields, Kap 1l



85 Resonatoren

b

Im Gegensatz zu den Hohlleitern bestehen Resonatoren aus vollstédndig
von Metallfl&chen umschlossenen Raumbereichen. Das elektromagnetische
Feld bildet in den Resonatoren stehende Wellen, wobei nur noch

ganz bestimmte Frequenzen (Eigenfrequenzen) méglich sind. Resonatoren

werden meist in Form von Quadern oder Zylindern gebaut.

Wir untersuchen speziell einen
zylinderfSrmigen Resonator mit parallelen
Grund- und Deckelfl&chen. Die Komponenten
vbn E und B sind Losungen der Wellen-

gleichung und haben die mathematische

Form
‘ Ak _-Awt —awt
Vg ¢,z = Fepr-e” e e =Yg, e
2
Wellengleichung: AV R R ATE

,cl )tZ
2
A AV ) o Fig,pe) =0

In Zylinderkodrdinaten ist : a4 ¥ . ;L'iv’ )ﬁV
,A?(f/f/'}) =F-)%f)_f £* oy? Y

Gleichung fir F () : dFeery _ -z2 Fiey= 0
- f ;9 (f’ ) ( ) i
s 2 z"mz
Fleg) + -;L Fleg *%‘ Ffs") =7
Abkiirzung: , ' a€1’= f_’f e

Die Gleichung flir F(§) ist mit der Bessel'schen Differentialglei-

chung eng verwandt.

Fip=a 1 (xp) + 4T, (%9

'2-—%7

, | " ~
Bessel'sche Differentialgl. y“(x) +:— y'oo + —z Yy = 4

Allgemeine L&sung: )/(x)= a- 7’”‘(:‘) +,5-\]:_‘(x) (m = ganze Zahl)

0.5

el "~ . The Bessel function Jo{x).
i - @), Yol@), Ji(@), Yilz).
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.y
> (-4)1‘ &) _

e 2
. . X X
Reihenentwicklungen: = = ————-( - ——————+m>
g T2 E k! (om ) e 7= 3w
(m20,
~ Z 7 X .
x — 0 Y, o0~ = A
4 (X))
X —0 T;u)”‘?'(z) (m24)
= (2 T T )y
X —p00 7, < w(x z y) ..
| | 2
Rekursionsformeln : j,nf’,‘) + 7,,‘ L= = ‘7,‘,“") -
‘ J, = =) 7,00
oA 7,9 - m ‘ (%)
Ableitung : "it': == 5 T+ %

Bessel- und Neumannfunktion, J"gxf bzw. Y,,(x) , haben abzdhlbar

unendlich viele Nullstellen, die jedoch - im Gegensatz zu denen
€nic : » .
von sin x und cos x -Ydquidistant liegen und auch in keinem
rationalen Verh&dltnis zueinander stehen, z.B.
- ) @) @)

Bx)=0 A X =2,4048 X, =552 X, = E&F
\ . 2) »
Tix,)=0 ~ xf') =3 £3 X, =F01 x, =792

Da aus physikalischen Griinden keine der Komponenten von E und B
‘bei ¢ =0 unendlich werden darf, tritt: Y;(lf)in F(p) nicht auf; d.L.
b = 0. Fir jeden Wert von m kann die Konstante ¥ einen anderen
Wert haben, ¥ =1%,,. | ‘

Da es uns in diesem Paragraphen mehr um das Prinzip von Schwin-
gungen in Resonatoren geht, als um die Erfassung aller m&glichen

Schwingungstypen, wollen wir uns auf einen Schwinguhgstyp'(= Mode)

B =0
$ ; _ . N
El? =0 » B aus B = - rotE(r,t)
A akzg —awt
E, =yl (. 0e e Fe
Randbedingungen: Et = 0 auf der Metall-Oberfldche:
Boden, z = O |

:} EY = Ef = 0 ,. automatisch erfillt

I
o)

Deckel,z =



Mantelfldche: ¢ = R: E¢:= o0 automatisch erfiillt
E, =0 A TL.(R=0 A aem=aef:’=#
xén)bezeichnet die n-te Nullstelle von 7m(x)
Maxwellgleichungen:
divE=0 :L%‘_:ﬁfi=,;k52=a A~ k=0

(Ez ist unabhdngig von z)

L7
o

rot E =—-5?- : Hieraus bestimmen wir ﬁ bzw. B.
. _—i )Fi _m k() 4%? -A-wf
Bf - f )(f: - 8 Tw ann(xm ) ¢
. _ AEg _ \ m) ,L.‘) 4’”(8 4'“t
B‘f = T y Bf‘)"lﬁ(”m? 2 @
Bz== o -~ ﬁ;= /4

ﬂJ"N

rot B /“

und div B = O sind dann auch erfiillt.

Ergebnis:

‘Schwingungsmode mit E ” z-Achse wird festgelegt durch m(= 0,1,2,...),
n=1,2,...)

{w) ;t:M ~swt

Felder: Es, = 0 Bf=)*%'7m<¥ f)e 'fe “
on)
E =0 o - P mgw
)}- ( f) 4»&’0 —qwt Bf ='y <w [7 ‘4(& f) 57 (¥ ).]e ¢
- By=0
. (,‘)
Eigenfrequenz: w = Waps e = € - % (unabh&ngig wvon h).
Wir untersuchen speziell den Mode m = O, n = 1. Fiir einen flachen

Resonator, h < R, hat dieser Mode die kleinste Eigenfrequenz. Fir
kompliziertere Feldkonfigurationen hat E Komponenten in ¢ und
¥ -~ Richtung, die auBerdem von der z-Koordinate abhingen. Wegen

der Randbedingung, E_ = O, auf der Oberfliche kann k jedoch nur die

t
diskreten Werte 4 = kl = %Zannehmen, 1=0,1,2,... .
Die Resonanzfrequenz eines solchen Modes wird dann durch 3 Zahlen

m, n, 1 festgelegt. Die Eigenfrequenz betrigt

w = V{lﬁ (xw)
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Fir h> R hat der Mode mit'm;l, n=1, 1l=1 die kleinste Eigenfrequenz,

deren Wert explizit von der ResonatorhShe h abhédngt.

Mode m=0, n=1, 1=0

o _ - " 4 -iwt
Eg=0 E,=0 E, (5,¢,2,t)= YT (6C) e X' =2:405 2.vasc
A -
B.=0 B =0 B(§,z,t)=-0% (45 e 1UF CF
s z N rTe4r w™ 1 b
LINES OF B Ez By} ‘
r.‘ = = s — T _/‘ R E e ’|R CB(P ’.R
o 0 ® | a :
. ° ® o | :
ig : i | '
1o o o) ® ® @] | :
N PN U T T :\‘ I+ | . : . :
LINES OF E 2405¢c/w § - { 5

Mbgliche,An-'und Auskopplung -eines Resonators

~ RF
SIGNAL

GENERATOR
’ DETECTOR ¢
' {Zi} AMPLIFIER
‘—_m\f —=
CAVITY
-
z
3 3050
% 3300
]
- 1820
) 2
£
, Coupling into and out of °
a resonant cavity. . L
350 4000

w727 [Mrgocycles psr sacond)

Observed resonant fre-

quencies of @ cylindrical cavity.

Einige Beispiele fiir kompliziertefe Schwingungstypen eines Resonators

T E
L ‘&\~_.___,%,
<GP D -~ ]
B — ~
T <
. A transverse mode of ’ . 'Another mode of a cy-
the cylindrical cavity. lindrical cavity.

Literatwr: Feynman lectures, Vol. II, Kap 23
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C/J

§6 Skslar- und Vektor Potrential bewegter Ladungen

s st

In diesem Paragraphen wollen wir Erscheinungen behandeln, die in
Verbindung mit schnell bewegten Ladungen im Vakuum auftreten. Unser
Ziel ist es, entsprechend dem statischen Fall, die Felder E und B

aus den Potentialen ¢ wund Z zu berechnen.

- Z,¢)
1) aive = £
2) rotE =28 mit B=rotZ folgt E+ =7 =-grad}(5¢)

3) rotE _/u‘,;('r,t) +/a°e, )E /

4) divB = 0 hieraus folgt B=rotA(7,#

Aus 1) und 3) erhalten wir Gleichungen fiir die Poténtiale ¢ und A

-div grad ¢ - s%f div. jﬁ:i}

rot rotA ——/4,(;(»}—&)—/4, ()fz "'S)?T’"zd(p)

Mit der {iblichen Umformung rotrotd = —ASX-fgraddivX fiihrt dies. zundchst
auf zwei gekoppelte Differentialgleichungen fiir ¢ und 2 .

AP+ —’-—aliv'/z\' =— —;’°—- PUF,¢)
AA - »c" 3):1 - grad (divA + 7'—;—%) =- o J(7,8)

Purch eine spe21elle Eichung der Potentiale (welche die Felder E und

B unverdndert ldsst) kann man die beiden Gleichungen entkoppeln,

und damit eine_wesentliche Vereinfachung erzielen. Von allen mdglichen

Eichtransformationen leistet dies gerade die sog. Lorentzeichung.

- -\ -
beliebige A— A=A+ 9"”(/\‘(7”' AT, t) e
g - : : A (FH -
Eichtransformation ¢ — d) q; Y Eichfunkt.
F .23 _
_ divA + T3 < o
Lorentzeichung 4 YA
DAAGEY)y-Z 5= = 7
o PR NN
Gleichungen fiir YA (P (7 ¢) — Py -1—3_);— ="z f(’r,f)
die Potentiale,ﬁﬂ'X ‘
2—0
R . .' - A )A _ ?* o
in Lorentzelc_hung A A (7_/ £) — F . - - _/“’7 (#¢)




V-27

Eine andere spezielle Eichung der Felder ¢ﬂ4 ist die SOg.

Coulombeichung, in welcher ¢(f,t) dieselbe (Poisson) Gleichung -

erfiillt, wie in der Elektrostatik.

ist die Coulombeichung jedoch nicht invariant gegeniiber dem

{im Gegensatz zur Lorentzeichung

Wechsel des Bezugssystems von einem Inertialsystem in ein-anderes;}

Wir nehmen zur Kenntniss,

daB man die Zustdnde des elektro~

magnetlschen Felds ,auBer durch E B auch durch dle Potentiale

@, A

(DG1.

2.ter Ordng in t).

plus deren erste Zeltableltungenz? 5T
Hierbei ist es ndtig eine bestimmte

>5¢ A

festlegen kann.

Eichung (Lorentz, Coulomb) zu wihlen und innerhalb diese Eichung

die Elchfunktlon‘A(r t) festzulegen

Potentiale <ﬁ A

sammenhang mit
der Kraft ¥

A ¢

auBerhalb von Ladungs

Felder _
E, B Lorentzeichung Coulombeichung
.o - ) g EN by ¢ D (71{0) n -"(d)
Zustdnde B, Blk) G (R, Alrido) A %j 3-’3‘3%—
(zur Zeit t )
} o
Observable (9'? O(E, §) E vk A E =- 24 ~ %‘Gdgl)"
. 7 ! i . ’ y ) R
: AT —= = : .
Eichtrans- —s ()= — A+ grad A(Ft)
- formation ¢ ¢ It y
LoD z')¢, CA»: brd
- LY A =
spezielle dic At gy=o v
Eichungen A /\(nt;—cil—;% =0 ANt)=0
08 2 3 47 L
_ 3€ TentBogd L% stw|
Dynamik VB { i A(b“c"; rvel :__%u‘ Ad}(i,‘t) =~§:\‘S)(H'U
- : ¢ =70 &€ N 7
. - i ___i___ -~ —
U ognegs | ARAe] | MRAE T o
: T -2
disB = o g G- F°?ff““/??
. ) ‘*‘W‘!\H{Dm kQM() Vou —3‘)
Vorteile ‘direkter Zu- Symm§trie in Man kann ¢ﬁ%;so

verteilungen wdhlen!
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Wir berechnen nun die Potentiale ¢%f,t),'A(f,t) in Lorentzeichung:

Die Lésung der inhomogenen Wellengleichungen wird durch die

sog. retardierten Potentiale gegeben.

(;2t' ?-?‘)
¢ = oo gj’ ] = dv'

retardierte Potentiale |7- 2|
3 oM Per, e - 1) V'
- - (-] 4 L
A (’r, t‘) = 4 m 7 I‘? —7»"[ 0‘

Zzu ¢ und X kdnnen noch Loésungen der
freien. (homogenen) Wellengleichung
(d. h. 957"'5#) hinzugefiigt werden.
t = t -|¥ - P& bezeichnet den zur
Zeit t ‘retardierten” Zeitpunkt:

Zu ¢(P?,t) kénnen nur Ladungen in

Volumenelementen bei ¥' beitragen,
deren Felder zu der friiheren Zeit t'
von dort aus "gestartet" sind.

- Nachweis, daB die angegebenen Potentiale Losungen der zeitabhdngigen

Potentialgleichungen sind:

- -y

) - -t "7"")"' 7
. 1 N AN ) | .3
APGEt) = Z%T,gﬁ , 7 -7 < AV setee: #-3' = K
, ’ g \
- R t- == ¢
A (= ) t - '2_) ! <
- fla, £ oLV
| ri
4, ﬁk‘f’) - a)z‘ FRY — 47 Fo)-§C) (vengl: AF=-47§3))

Entsprechend berechnen wir:

-1 )1 - 4 1 )1 -t 0\
3w 0@ s {4 Sm s ey

Insgesamt erhalten wir daher:

k]
A¢-LM = - 40 f(;.,f)

< )¢ €
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- Wir berechnen nun die Potentiale fiir ein punktfdrmigen Teichen,

das sich mit einer beliebigen Geschwindigkeit bewegt: ¥ = ﬁgt).

P(E,t) = g §(F - ﬁo(t)) /,@
o

®(¥,t) Die Ausfiihrung der Volumenintegration

Ladungsdichte:

Zundchst berechnen wir
wird erheblich durch den Kunstgriff der formalen Umschreibung auf.
ein vierdimensidnales Integral vereinfacht:

¢ >, ~é)—4_”,e gggff_f":,;)l §(¢ -t 4+ I—i‘—'ﬂ) oA V' At

1

Die Integration iber ' ist damit leicht ausfiihrbar:
- ' 1 ' I’;" - i (¢)
¢ F,e)= ”e folf ce)l S(t-t+ _3__14 ) anu
0 t)
Substitution: u =t' -t + |? - R_(t")l/c, d“ = 4__1 (Y- Rolt)) e AE
~ S [T -Ro(8) |
A #
@ P, t) = , B
I : ‘ ® 7 - ] I -V—o -1 '
Lieénard - Wiechert- : 4res |7 k,°“)’ ("'ann
P‘ote‘ntlaibtbe ‘ / -4”‘ l?- io‘*’).’ - 'f"‘ (?_ R,“.))
) | e _q I
retardierter Zeitpunkt e Cy
| punk RV T I RTTVP RN AN L

Diese Potentiale sind die Verallgemeinerung des statischen Coulomb-

Potential fiir den Fall einer sich beliebig bewegenden Punktladung.

BeisEiel

Glelchformlg bewegte Punktladung, die sich mlt konstanter Geschw1ndlg-

keit v entlang der x-Achse bewegt.

Wir bestimmen zunichst den retardierten Zeitpunkt t'

t=t-ZL |7 - ¢ (¢ <)
E3
v.x * 2
2 _gp L < —t _ o
4_,%1 A - 2
4 e t - % (+) A x ~ yt
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Damit ergibt sich filir den Nenner der Potentiale:

|7 - V¢ - ;‘7-( ) = (t-t)- —-(x vt) = v X (V_'i) +)? +zz

- 2 | q
Skalar- Potential  @(#¢) = = =)
4lngkV;j;_ -fy'+a
Vektopotential }T
(7, ¢ = , .
/ 41’ V_T?’-V —/3: +/V2* 2t
Aus ¢ und A ergeben sich die Felder:
E = i 4 X - vt
X 4Té, 747 [ X - vt) +)/ . ]3/2
9 7 Y ' ~
E)’ 47{'5. 4-,5" [ "V*) ]3/2 B. =,c—‘: X E
9 1 zZ

I

'”—_’z )z +)«2+ 2t

E2= 4 T e, 4‘_/7. [( X ~-vi

Diese Gleichungen stellen die TransformationsgesetZé}der Felder
einer Punktladung von ihrem Ruhesystem in ein glelchformlg bewegtes
Bezugssystem [(Inertialsystem) dar.

1 -1

t
. b (x', Z‘ ¢) = '
Ruhesystem der Ladung: : ! ¢Te Vxﬂ+)ﬂ+s'
B -
Alx, y, 2, ¢) o

Koordinaten und Zeit transformieren sich nach der Lorentz-Transfor-

mation
\ ¢
x' = I y' =y ==z
7 - p°
Lorentz - Transformation
\ é --—
t =

\lzr-/g’

t' ist in dieser Bezeichnung allerdings verschieden von dem vorher

benutzten retardierten Zeitpunkt. Es ist zu beachten daB die Potentiale
im Laborsystem nicht einfach dadurch erhalten werden, daB man in den
Formelm fiir ¢‘ und A2' die Koordinaten {iber die Lorentztransformation

x',v',2'—=x,y,z transformiert.



v=0.9¢c

vt
— e Npgesent
POSITION

Da im Laborsystem E und B in groBen'Entfernungen wie l/r2
gegen Null gehen, verhdlt sich die Energiestromdichte wie §-l/r4.
Der gesamte Energlestrom durch eine Kugeloberfldche vom Radius R
strebt demnach wie l/R gegen Null. Eine glelchformlg bewegte Ladung
" strahlt daher keine Energie ab. Hierzu ist eine Beschleunlgung der

Ladung erforderllch

Literatur:

Feynman'lectures, vol II, Kap. 26

§7 per Hertz' sche Dipol

Wir wollen nun als Anwendung der Liénard - Wiechert' schen Poten-
tiale die Ausstrahlung &lektromagnetischer
Wellen durch beschleunigte Ladungen unter-

suchen. Der Einfachheit halber wollen wir

-
R
uns dabei vorstellen, daB wir zwei entgegen- Y

J
\\

-gesetzt gleiChe Lédungen haben,7deren Abstand

. x
sich sinusfdrmig &ndert (schwingender Dipol). s 4;///
' i
Die folgenden Uberlegungen gehen auf H. Hertz :'7
zuriick. ' ‘
=p.& pt) -+q-o(, Af;«nwi‘-—c,(—.(,Aénw't)=27c(,4»§nwf

’__ .

Dipolmoment: F
AS -—‘-u-ﬁ >> 0(0 o. h. 2‘—/— <<4 (v=0Geschw. .o(.ALa‘O(umy)

Annahme:
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Unter der Annahme )»do dirfen wir den Dipol als punktfSrmig ansehen,

r~R. Es erweist sich als zweckmidfig zuerst das Vektorpotential Z zu

berechnen.
s~ IRl 2, >
= . Ao P(t-) o 4 Pt F)
Vektorpotential: A (7,¢t) = 7 75' = 4 o

Bei der Berechnung des skalaren Potentials ¢ miissen wir etwas vor-
sichtiger sein, sonst wiirde wegen der Ladungsneutralitdt des Dipols

® = O resultieren. Wir missten in diesem Fail eine Reihenentwicklung
von ¢ nach Potenzen von 1/r durchfiihren und mit dem ersten nicht~
verschwindenden Term abbrechen. Wir kommen jedoch schneller zum Ziel,

wenn wir die Lorentz-Konvention benutzen:

- ', €2 > t__’L
)_‘g‘f_fi):—,c‘o(;yﬁ’:— /:; divi(,,_‘)'
- 4 . P-=
¢(’7}é)=—;ﬂ—€°0‘lV'¥-
A P(f',?)_» 7P (t-=
- 4#6,5 >3 7 - - }
-~ 7" _~ T

Die beiden Terme in{..;...}gehen mit unterschiedlichen Potenzen von
r gegen Null (r—oo) bzw. gegen Unendlich (r—0). Aus () und A

‘berechen wir die Feldstirken:

- A A IEDT-rB, upHR-p  (BAF-rF
Ero == -grad ¢ = gt | 2EDTrP, WEIZAF  (BT7
- R - _ Ao 3 X7 P X >

B (’r/ f) = ot A I m frr" + ~3 }

Nahzone, r—0 d.h. r << A
Es liberwiegen die Glieder mit der h&chsten r-Potenz in den Nennern.

-’_.4 3(?’?}’?'7’1; 5=/“° }-”x;r’ -.’20( . £.2
T4re, T 5 47 73 p =LA GAmwt t &g
(entspticht einem "statischen" (enfspricﬁt einem "statischen"
Dipolfeld mit dewm Momentan- . Magnetfeld als Folge eines

wert pP=p(t) des Dipolmoments) Stroms Dt))
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Fernzone: r—re d,h. r 3 A

Es Uberwiegen die Glieder mit der niedrigsten r-Potenz in den Nennern.

> 4 (FHP-F Foe Px7

Erwartungsgemdf hidngen E und B von der Beschleunlgung der Ladungen
ab. E steht senkrecht auf E, und beide stehen senkrecht zu T. Die
Energiestromdichte 8=ExH hat daher nur eine Y-Komponente, d. h.

der Dipol strahlt eine Kugelwelle aus.

e
- - _;.'_ - A z
E=c Ex (5 B=-;-Ex(,-) i
\ ,
S
™~ . .
Poyntin vektor = PxH =—BxB =TE-B-&
Y’ g v ‘ /‘. /‘. , (
p_ A -,&."Z‘(Z“":") _ pw it
. 2
In Richtung der Dipolachse (z-Achse) : /' , \:A /;%j/

findet daher keine Ausstrahlung von .

elektromagnetischen Wellen statt. ' i /

Wir berechnen noch die gesamte Energie die durch eine Kugelflédche
vom Radius R um den Dipol ausgestrahlt wird:

Sges(®) = § SCr ) rtain it llly = oz ,,—,’,14-‘72’- 2 e’ &»‘;ﬁ/
sges(t) - 4;50 Z;ilrﬂ) = 4.,/,’50 23fi:0¢/$«;nzwi' (féf)=/,-:fwt)
Zeitlicher Mittelwert von Sges(t):

T
Sges =Tifsges<t) dt = 4;.;. ?":‘34 (T=& /-;-f%wfd“—)

o

Die gesamte Leistung, die ein schwingender Dipol ausstrahlt ist daher

zur vierten Potenz der Freguenz proportional S ~ wt,
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VI Materie im EMF

1 Maxwellgleichungen und die Materie-Felder P, M

Da eine exakte mikroskopische Beschreibung und Berechnung des auf atomaren Ska-
len stark fluktuierenden EMF’s weder mdoglich noch wiinschenswert ist, operiert die
makroskopische Elektrodynamik der Materie mit Feldern, die liber atomare Distanzen
gegléttet sind.

1 .
E((r7t)) :< Emikro >: 7/ Emikro(r + rl, t) dV,
0

Die Linearabmessungen L des Mittelungsvolumen V;) seien dabei grof im Vergleich.
zu typischen atomaren Léngen (= 1A) aber noch klein gegeniiber makroskopischen
Dimensionen, d.h. L = 1nm bis 1um. (Dieser mesoskopische Bereich spielt heute in der
Mikroelektronik eine zunehmend wichtigere Rolle und ist inzwischen ein wesentlicher.
Teil der Forschungsarbeiten unserer Fakultit.) ‘

Meist sind die Bausteine der Materie (Atome, Molekiile) elektrisch neutral, trotzdem

reagieren sie auf angelegte Felder:

by
|

£ 'S5

SN s 7es 7 71
Av "/Qr/\) S Q," 9] 3]
010000,
oizloloo]
¥ 7 : 0 /<‘u
£1 20010100
Ausrichtung Induzierung atomare Kreisstrome
permanenter Dipole - von Dipolen (Ferromagnete).

- Die atomistische Struktur der Materie legt es nahe die Ladungen und Stréme in zwei
Klassen einzuteilen:

e makroskopische (“freie”, “externe”) Ladungen/Stréme.

o mikroskopische (“Polarisations— Magetisierungs) Ladungen/Stréme”,

pmikro = P + ppol (+pmag) b] ’ (1)
jmikro = j +jpol + jmag : ) ’ (2)

Oftmals spaltet man von den makroskopischen Anteilen die Beltrage von &dusseren Quel-
len ab. Extern bedeutet dabei nicht notwendigerweise “ausserhalb der Materie gele-
gen”, sondern beliebig (“von Aussen”) kontrollierbar. Im Unterschied hierzu héngen
die Materie-Anteile in hochst komplizierter Weise (iiber die Bewegungsgleichungen der
Teilchen) mit den (mikroskopischen) Feldern zusammen. Der grosse Erfolg der makro-
skopischen Elektrodynamik liegt nun darin, dass es in den meisten Fillen gelingt die
Materie-Beitréige in einfacher Weise modellméssig zu erfassen.
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Die Mittelwertbildung fithrt zu zwei Materie-Feldern: die Polarisation P und die Ma-
- gnetisierung M. In vielen Fillen (aber nicht immer!) kénnen diese als die Dichten der
gemittelten elektrischen und magnetischen Dipolmomente aufgefasst werden. Mit den
Ladungs— und Stromdichten héngen diese folgendermassen zusammen (siehe Kap. I.4)

ppol = _dlv P ’ pmag = 0 ’
opP .

Joa = B " Jmeg = TOtM.

Fir die mikro- und makroskopischen Anteile gelten getrehnt Kontinuitétsgleichungen,
welche hier automatisch erfiillt sind.

An den Grenzflschen von Materie-Vakuum oder zwischen zwei verschieden Materialien
treten Oberflichenladungen— und Stréme auf:

K’N‘

@) unpsbadsa B pelanta® o) pageehscat
' Damit nehmen die makroskdpis‘chen MGLé die folgende Form an: . | .
OB | - OE 0P
- s — .. o= _ M
rotE 5 rot B o (J + € Y -+ 5 + rot > ,
dvE = 21-(,0— divP), divB = 0.
0 ,
Dies legt die Einfiihrung zweier neuer Felder D, H nahe:
“dielektrische Verschiebung”: D :=¢E + P,
“magnetische Errgegung”: H:=_1B-M,
in denen die MGLs besonders kompakt erscheinen:
) . 4D
rotE = T rotH = ‘]—l——a—?,
divD = p, divB =

Diese Gleichungen missen noch ergénzt werden durch:

e Materialgleichungen fiir D, H bzw. P, M,

e Rand~- und Grenzbedingungen.

Desweiteren ist die Kraft auf die (explizit aufgefiihrten) makroskopischen Ladungen und
Strome gegeben durch: f = pE + j x B. (Dies ist allerdings nicht die gesamte auf die
Materie wirkende Kraft!)
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§2 Grenzbedingungen fiir Felder in verschiedenen Medien

Sofern wir die Maxwell-Gleichungen in Differentialform

verwenden,miissen wir zur Festlegung der LOsung noch Be-
dingungen an die Felder an der Grenzfldche verschiedener

Medien stellen.

Aus divB = 0O folgt,daB die Normalkomponente von B stetig ist.
Beweis

Weawrbav -§ 8. 4F -0

v F

[(B;) - (-é)] AF *‘(theole'r mll‘ A/)) 0

aht—> 0  aF Ae(ieéiy : (Ez_—)m (B:)m

ot H =7, gm‘ﬁ alF §nw=§(;.,zﬁ

L

(7, ), - (H; )L +(6z,-eol;,; it 2h) * Jut

, L elibiy)

job‘bezeichnet den Anteil cdes Stromes,der senkrecht zu der

(ah— 0

von T und H aufgespannten Ebene (d.h. in Richtung von & x T )

auf der Grenzfliche der beiden Medien flieBt.

=@G" (Oberflédchenladungsdichte),

Aus div D = ¢ (¥) folgt D. -

= IIn “In »

und aus rot E = —-%%— folgt Eilt - E}£ =‘“%€— ; dieser Term .
ist im allgemeinen O . Ebenso kann %%L’ bei der Bildung von
(jges)oberf §>job unberﬁcksichtigt bleiben.
Grenzbedinguncen:
rlektrisches Feld (D‘ B E) e

(B~E) Fe0 oder #x(B-E)=0
lzgnetfeld (zlt - i.z) ae=l ‘ ’

(EI—'Z) ?=}:6- (ix?)oa[&r AX (}k lé) g+—-~l& .
Nontinuitatsgleichung| (fr = Jz) 7 =-—'§

Dle letzte Gleichung resultiert

ESSVECH

)
tir 25k =0
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§ 3 Materia]g]eichungen(fﬁr statische Fe]der)

In vielen Fdllen sind die an die Materie ange]egten Felder E und B
wesent11ch schwdcher, als d1e atomaren Felder & (~109 V/cm) und
b (~10 Tes]a), sodaB man E und B im allgemeinen als kleine Stdrungen
von e und b ansehen darf. Es ist daher naheliegend eine Reihenent-

-w1ck1ung fir P und M in E und H anzusetzen. Z.B fir homogene
und isotrope Materialien: ' '

p(E)=|%+g&E+ KE hﬁ+”, bzw., D = m)+€&E +.. E=A4+ ¥,
Wﬁ)=ﬁ'¥ﬁH&-ﬁHQi B =ﬁ.v7m+ / A+ K,
Mot)

(Eine Re]at1on M M(B) wire ‘hier nahellegender als M= M(H) AuBerdem
kdnnte P= P(E H) sowohl von E als auch von W abhdngen (% magnetoopt1sche
Effektel), ebenso fiir M).

Wir d1$kut1eren die enzelnen Terme dieser Entwicklung:

Py (M)
In der Mehrzah] der Fdlle sind P = 0 und ﬁo = 0. Es g1bt jedoch auch

Materie, die spontan polar1s1ert (Ferroe]ektrwka) oder magnetisiert
_(?erromagnet1ka) sind, P_ =P (T), = M (T) hangen von weiteren

0
Variablen wie z. B Temperatur T oder Druck ab.

1.0 o

T ' ' , °?r>§g ]
| | ™

n
b

n
(<]
T

|

08

~ g - ’ -
e | | o X
~N 16— ‘ -1 ' 3
.g - . . o
2 2f ' ~ : S08 \
3 Sy
o ‘ =<3
e ol , . N g ‘\
5 T
= . . S04
o ar- B — o
o S WO NN NN N DU N )
~180 ~I50 ~120"-9C =60 -30 O° 30 60 o0 120 150 02

Temperoture, °C

. Spontaneous polarization of BaTi0,, measured along the pseudo-cubic 7
edge as a function of temperature (&ccordmg to Men {M 1)), 0

) 02 04 06 08 10
. /T,

, Ni « Te= €31°K Mfmoam
YE ( %.H)
¥e , ¥u he1Ben elektrische (magnetische) Suszept1b111tat und hangen
mit der Dielektrizititskonstanten (= Permittivitdt) - und der magne-
tischen Permeabilitdt durch €44 Y, ;}b4+%Mazusammen. Es ist Kgfzo
wahrend Y, auch negativ sein kann. Es gilt jedoch Y.>-4. Stoffe mit
- =1<%, < 0 heiBen diamagnetisch, solche mit X,>0 paramagnetisch.

free Cebliove (Melate) =€, - Lol brght.
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§4 Ferroelekrikum im Plattenkondensator
‘Materialgleichungen ~ APs 5 %
P= T(T) +&XE

:D—':SQE-*.—P

= To(® + & (Lt E . 5 : >
e’ g [
€ T T ‘ lc T
a)Platte im Vakuum ; - Fewyed (o7
oA . X) =
fh‘t =0 d/UJ’ 3 =0 D ( ) :
P | L — . O
fe=0 wi =0 E= ’l b
~ —~
PP | 4P D ! A £ !
f f ! ' |
: ] ! ! |
| i H ! |
o o, B S,
i ‘_Ka ¥ ')x o L;
Oberﬂéichenladuhgsdichte der real vorhandenen Ladungen o = Pn fithrt zu einer enor-
men Feldstirke E = —P/ege = 5108V /em. In Praxis zieht ein Ferroelektrikum daher
stets Ionen aus der Umgebung an, kompensiert daher die Oberflichenladung, und macht
so E =0. ' ‘ '
b) Platte im Kondensator.
— ' i 77 [
Tua Teyvoel et Pe=o , Loxy =0
) :b = ?g + 83 { E =
E - i~ —~
all e
cupeball des Feoned,
* ! LN ! 4¢ ! !
\ ‘ ' i ' l |
! E | ! | |
: - ]
:' . SN J S
x <

x
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§2 Polarisierung eines dielektrischen Zylinders

in einem‘angelegten Feld

Ohne das Dielektrikum sei das angelegtéEFeld homogen und
- parallel zur y-Achse.Wir wollen untersuchen,wie das.T-Feld
durch Einbringen eines zylinderfdrmigen Dielektrikums (das

parallel zur z-Achse liegt) verzerrt wird (vgl. lu 6). Y
Der Zylinder ist nicht geladen. ¢
‘ N .
LOsungsstrategie: B kg;/// X
, N

1) Maxwell-Gleichungen: rotT =0 , div B = o.

Innenraum : f £ R , D= é-_e,'-fi I_fi:-grad(b‘.mit _A¢,- =0

AuBenraum : §2 R, D= €,T - I_Z’a=‘—'grad¢amit Ay =0

2)Finde L&sungen d)n von Ad>= O und superponiere diese Ffiir
den Innen bzw. AuBenraum: o te g
‘ (b =2 " b
/

In unserem Fall hingen die ¢%f) = d%@ﬁf)nicht von z ab.

3)Bestimme die unbekahnteniKoeffizienten Cn aus der~Stetig—
keit von Et und D auf der Mantelfliche und aus den
Bédingunﬁen , dafB der Zylinder ungeladen 1st und daB das
E-Feld fir grofe Abstdnde gegen edin in y-Richtung homogenes

E-Feld streben soll (asymptotlsches Feld) .

-

E B brw b (pipn By Epaiy

Z2u Punkt 2,

Losungen ZUAQ= Jflnden wir mit hllfe des Separatlonsancatzes;

P, ) = Fepy-6ep

In Zyllnderkoorulnaten ist

] 30 1. 6w o0
A¢=— 9‘,( )6epr + el =0

DlVldlere durch F(f) G(so) und multipliziere mit f

,_.(ﬂ df Lo P + {—6—(‘5),} =0

Dagund ¢ unabhanglge Variablen sind,kann diese Glelchung nur

dann erfiillt sein,wenn {..3 gleich einer Konstanten ist.

Es ist zweckmidBig {G"(yv)/G(f )} = - m2 zu nennen ( -mz ist

die "Separationskonstante" ).

Gleichung fiir G(¢) G'"'"(y ) + m? G(w) =0
Gm(y)=gmsinhny)‘+ ahcoshn?)

Gleichung fiir F(f) 2P Z";_ (f"‘F‘Cf)) S F(f) =
mx0: Em(f):/”f'”‘# /:..5’--“ m= O /;-‘f’=f.*;zf4"—f
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~

g ;m, fm,_fﬁ, £, £, sind frei wdhlbare Konstanten,
Die Eindeutigkeit von ¢ (p.¥ )[E ¢ (e, lff-Zﬂ)] fordert,dan

m nur ganzzahlige Werte annimmt., Weiterhin sind die Funktionen

m<O dquivalent zu m>0 .Die allgemeinste L&sung,die mit einem

Separationsansatz zu erzielen ist,lautet demnach:

AuBenraum -, £ 2 K

,4)()’/5‘) =% +.@,é,,(f_)+§( ) ("’m"""""s’*l A’d’mS’) +
+Z (R) (»c v + o, »aﬂo«y)

- M =g

Fir den Innenraum hdtten wir eine entsprechende L&sung anzu-

setzen.Das Innenfeld ist jedoch einfacher: es ist homogen

und parallel zur y-Achse.

Innenfeld : q?‘ (g,9) =+ fp- /"""‘f

Zu Punkt 3.

Wir bestimmen die noch freien Konstanten«z,/g,a b ,a ,b_,c_,d
R . o oo ' M M’ m’ "m

i) Zylinder ist ungeladen: b =0
ii) fiirf >R gilt:

a,= -R EO 1 @y=as=a, ... = O), bl?b2= 3 eee = o ,
iii) sStetigkeit wvon Ets EY =—-§?~3%- - (p=R)
-0
A

-/ng =—€—%'MY— —K—;" (fm.tcmwﬂnf "/ma[,m/pw‘m«:f)
47 ﬁ STt T I = (3=4¢, =0 d‘r_ 0(2=p(.‘3 =0
iv)Stetigkeit von D= D =-€€ 2 bzw - € 4.

. n_ f °>f Al O)r

. 7 . 4 .
_eéo/?'myyz—é,(}‘aﬂwy-'57;—64%70) ,a=/2

A ep=C(a-<)/R

Die einzigen,von Null verschiedenen Konstanten,sind demnach
ayrCyy ' B . x=0,a o~0 kénnen willkiirlich Null gesetzt werden da
sie keinen ElnfluB auf die Felder haben.

§

€-1
a4 = " RE, ¢ =RE, o1 A== /he o
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Innenfeld AuBenfeld

- 2[ . -y _ kzé: . €-
QP =y Q) sphy v S5 Sy
- 2 ) - - _ . A ZCF'F)'?'?I'/-’.
£ T €+ [-:-e),— Ery Cu L = €'e7+27€o et
~ 2¢€ » 2 ~ n - - - -
DA = €°e+4 ‘é‘e)’ =€°€+4 E:u Da =€ E; (f’ =Xe, "')’ e,)
p = D - F = -+ -.’ D = - . 2€~7 =
P =D -ef =26=ZE P =¢ jrare FELE

- V -
P )
Das Innenfeld ist homogen das AuBenfeld stellt die Uberlagerung

des angelegten Feldes und eines"zylindrischen" Dipolfeldes dar.
P ist das induzierte Dipolmoment des Zylinders.Durch die Pola-

" risation des Dielektrikums ist das Innenfeld E kleiner als das

angelegte Feld E as*
T F -.af
a4 P

-y -l

E - Elu =

Der Grund'warum das AuBenfeld nur einen Dipolanteil enthdlt ist
einfach einzusehen.Das angelegte E-Feld definiert eine Richtung
(d.h. einen Vektor). Da E senkrecht zum Zylinder steht,ist das

‘Dielektrikum in der x-y-Ebene elektrisch isotrop,d.h. es existiert

keine Vorzugsrichtung. Alle induzierten Multipole miissen sich

Gaher wie Vektoren verhalten,die parallel zu ¥ sind.
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Der einzige Multipol mit Vektorcharakter ist jedoch ein
Dipol! (Ein Monopol (richtungsunabhdngige GréBe) scheidet
aus,da der Zylinder keine Ladung trégt.)
Der Vollstdndigkeit halber filihren wir noch die L&sung fiir
eine dielektrische Kugel 1n einem zur z-Achse parallelen,

homogenen Feld an. Eas = Eo.eZ

Innenraum (- £ R) AuBenraum (» 2 p)
b0 ) o e 0.0 --Eae ELRE 2
E = eiz f-i’ LE; = /.E';-r Feld eines Pipols
ii =€°g:; Ei’ Dy =e E:

13 =D -¢eF.=3¢, ey = (0

Differenz zwischen dem Innenfeld Ei und dem Feld bei Abwesenheit

des Dielektrikums :

-
-o‘--o _ €7 2 —‘42
Eim ey = - £y = 3 e

7 as &Ere

‘Allgemein gilt,daB ein EllipsQid (bzw. eine Platte oder ein
.Zylinder ) in einem asymptotischihomogenen Feld homogen
polarisiert wird.Daher werden diese Geometrien bevorzugt be-
nutzt (Flir komplizierte Probenformen wird das Feld im Innern
des Dielektrikums inhomogen ( und ziemlich schwer berechenbar!)
auch wenn das angelegte Feld homogen war.) -
In dem obigen Fall folgt dann:

P
E,. -E__=-n+
i as €,

N ist der Entelektrisierungsfaktor. ')E
Kugel : N = 1/3 ‘“'
| {7 -
., E

Zylinder : N = 1/2
(quer zur Achse)

mé

— -
Zylinder : N = O s ?f5ku' .
(parallel z.Achse) ‘%sz,

[
R
&
b

| E
: A
Platte : N =1 ég ?':/HNY«,_@ as
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§6 _Das Feld einer homogen magnetisierten Kugel

In aiesem Beispiel wollen wir das Feld
eines Permanentmagneten unter Voraussetzung

homogener Magnetisierung berechnen.Der

Einfachheit halber wollen wir den Magneten
als kugelfdrmig annehmen.Wir berechnen zunichst die L&sungen

der Maxwellgleichungen fiir den Innen- und den.Auflenraum

getrennt und fordern die Stetigkeit von‘ﬁ und Bn auf der Oberfléche

t

Innenraum (r<R): k ) AuBenraum {(r»>R):

. Giv B, =0 div B. = 0

i ‘ ‘ a

~ rot hi = 0 n rot bi =0 rot ha = 0~ rot Ba =0
Ho =8, - uil, (. =1 ) T -3 |

My T By My (M=Mg=Moe ) Wl = B
Da in beiden Fillen rot B = o ilt,ist B = -grad¥ mit 4% = o

g g

( ¥ ist das magnetische Potential) .Die Lésung von 4% = O in
Kugelkoordinaten ist uns bereits aus in { bekannt. (egen der
Rotationssymmetrie um ule z-Achse hidngt #’(r ) nicht vom

. Winkel ¥ ab.

-

innenraum: Y (, A) = g»i(ﬂ‘e"r‘e* ﬁ‘,,,) ) a ( tes2*)
5r<ﬂ¢)=' ?—% = —g (,f‘a"e.,,“'f' w*dfz ) p(co”})
By (7, 7})“;% -—;(a. ” "’r ) P(MJ) (’Mn’l})

AuBenraum:;

ya(»q,)):z(x/‘ eﬁ) 7 (eas2f)
Y
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§.7 Das Verhalten eines Supraleiters inm Magnetfeld (Meissner-

Effekt)
Lange Zeit glaubte man,daB es die einzige charakteristische

Ligenschaft des Supraleiters sei,keinen mefbaren (Gleichstrom~)
Widerstand zu besitzen.Wire diese Vorstellung richtig,so wiirde
man flr die gleichen HuBeren Variablen T (Temperatur),B je nach

; Versuéhsbediqpng'ganz verschiedene Zustdnde erhalten! Wir erliu-
tern dies fir einen stabférmigen Supraleiter (Entmagnetisierungs—
faktor = 0 . , A. ,das Feld an der Oherfliche ist identisch

mit dem Augenfeld in groBer Entfernung von der Probe.)

Im Anfangszustande (T > T.)

und Endzustand f (T <T_) befindet ‘%R;i?§>//w”
sich die Probe im Magnetfeld Ba. :@%22£%§%a<wc__ja
Wir konnen g auf zwei verschie- §'22?§£;%;f %ﬁ
denen Vegen 1 und 2 erreichen. g Li%ﬁﬁ;%?ifq !
o o deZLég;ﬁZ%A__
) Teaperaie, | - - K

Weg 2: Probe wird in konstantem B -Feld abgekiihlt (B = O):

1 v
a i

i - |

p . il
?H% da {}% = O0,werden keine {nm

fod : . e

GH? ‘Induktionsstrdme angeworfen ffh

P QT

I>VC
T=T,>T¢ T="I/‘5<Tc
B = B_ 5 - o
a
Wieg 1:

oL —— Y ———— J e N !/ﬂ‘.

‘ i . : . ,/‘k.i
Al Ausschal- {3 Abkiihlen {E Anschalten & y
f | ten des x i des B -Felds '}
' i £e 1l
Lo o £ ol

F_- E"../J VK'/? ‘S:‘)/,,
A

T<rp
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Beim Aus-bzw.Einschalten des B -Felds werden Induktionsstréme
angeworfen.Im Gegensatz zu « - y* (Probe normalleitend) klingen
diese Strdme bei einem idealen Leiter S*/3 nicht ab und machen
das Probeninnere feldfrei (Lenz'sche Regel) .Flir einen idealen
Leiter wdren die auf den Wegen 1 und 2 erreichten Endzustinde
daher verschieden.Meissner und Ochsenfeld konnten durch ihre
beriihmt gewordenen Veruche 1933 zeigen,daB der supraleitende
Zustand neben der Eigenschaft R = O noch die wichtige Eigenschaft
hat,ein Magnetfeld immer - unabhdngig von der Versuchsdurchfuh—

rung - aus seinem Inneren zu verdrangen.

Mqi&naﬂ?@,{cﬁ% e, W#D
hloudo- Jilug & AT=E A ts
2. Loum-dg@'oau»tr | M'(/\j):"jé

Da twik L.70 Jod feo Lappaule ALulilhit wuct b B=-2R
(A & aus A L) Fofens olisse accl {/wfgmﬂuw/

Die erste Gleichung'beschreibt einen Leiter mit R = 0.In ihm
werden die Ladungen unter dem EinfluB eines elektrischen Felds
gleichfdrmig beschleunigt.F.und H.London muﬁten noch annehmen,
daB es sich um Linzelelektronen handelt.Wir wissen heute,aaﬁ
gepaarte Elektronen (mit entgegengesetzt gleichen Impulsen

und Spins) ,die Cooper-Paare,den Suprastrom tragen.Sie haben die

Masse 2m,die Ladung 2e,und ihre Anzahldichte n ist fir die
Temperatur T = O gleich ne/@ sWenn n die Dichte der Einzelelek-

tronen ist.Der Zahlenwert von.A dndert sich also nicht beim



VI-15
Ubergang vom Bild der-Einzelelektronen zu Cooperpaaren.
Flir Temperaturen T # O &ndert sich die Cooperdichte

n =n i et y n (' ~ _m .
c C(T) , insbesonadere geht C(l‘) (1 1/TC) fir T—-=>TC

gegen Null.Die Differenz ne—2nC reprédsentiert dann diejenigen

Elektronen,die nicht zum Suprastrom beitragen und fiir einen
- . s = G’ E . . . . o]
Normalstrom gemds Jnormal verantwortlich sind.

Im Supraleiter ist jedoch E = O , d.h. j bringt ( in

normal
nahezu allen Fdllen) keinen Beitrag.

Um Entmagnetisierungsefffekte auszuschlieBen (Feld an der

‘Oberfldche soll gleich dem angelegten Feld sein) wadhlen
wir einen supraleitenden Halbraum mit der y-z-Ebene als
Oberfléche. B = B, (x) €, . =

2.London-Gleichung rot A 3= B }

= =2
Maxwell-Gleichung rot H = j

sl

- 5
rot rot B = - ﬁ%

Da alle Elektronen als freie Llektronen zdhlen,ist fir
einen Supraleiter'ﬁ = O,diﬁ. B =)uﬁ {(Der gerihge Beitrag
gebundener Elektronen zu M, oder Elektronen,die nicht zu
N = B(T) zdhlen,kann hier auBer acht bleiben. )

'Dle Operation rot. rot B 148t sich umformen:

rotrot B = -AB + graddiwv B = —A'—ﬁ (da le B = 0)

" Gleichung filir B im Supraleiter | AR- jlﬁgz %,.y_~«
- . ’ ’ . . ‘/*a

Aus Synmetriegriinden hat in unserem Fall B nur eine z-

Komponente,die allein von x abhéngt.

0 y X/A < K/
X2 o B, (X ~X182H)=o A Bilk)= qe 4+ ALe

X €0 B: (*) =7Ba (nach Voraussetzung)

Die Konstanten a,b bestimmen wir aus den Bedingungen:

i) x =t Bz(z) endlich : a =0
ii) Bz(x) bei x = O stetig : b = Ba
Exrgebnis: ' LB
B_ x £0
B_(x) = a
z —x/)
B e x 30 ‘ R
Vak. <L *

Man nennt A< VA%W° die London'sche Eindringtiefe. LEinen
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groben VWert fﬁr’% erhalten wir,unter der sichér nicht ganz

richtigen Annahme,daB ein Elektron pro Atom mit der Masse

des freien Elektrons zum Suprastrom bLeitrdgt.Flir Zinn liefert

diese Abschidtzung >\= 260 & . Der experimentelle Wert ist

%exp = 510 & . Da n(T) = n(O)'(l—T/Tc) eine Funktion der

Temperatur ist,wird auch A temperaturabhéngig:mit T — T

geht die Eindringtiefe wie AT = Mo)(1- T/T ) ~1/2 geggn

Unenclich:das B—Fela urlngt mehr und mehr in den Supraleiter

ein. Nach j = l/#& rot B flieBt im Supraleiter ein Dauer-

strom der,ebensc wie B  auf eine Schichtdicke )\ an der Ober-

fldche konzentriert ist.

Suprastrom : "/3= /c'!‘_c WLT}\Z - B'Bz(ﬁ by Bo e" X/A (:‘X\
/’° BK @ }10/\ “0)

Wir wollen den Verdré&ngungseffekt

aes g—Feldes wegen seiner‘Be—

deutung noch auf eine andere Weise ' ] /J\J

darstellen.Die Abschirmstréme,die f )

das AuBenfeld im Innern der Probe ‘

vollstdndig kompeﬁsieren (abgesehen

AT
AY

von einer Oberfléchenschicht der y

.Dicke A ) ,geben der Probe ein mag- ' i Qj
netisches Moment'ﬁ. Solange wir nur ]

am AuBenfeld interessiert sind, A 1<,

kénnen wir formal von einer llag-

netis,ierung —ﬁ sprechen,indem wir - Feldverdringung bej einer stabférmigen Probe.

- N ‘ Die Probe wird im Feld B abgekihlt.
setzen M = mfV ., Diese Magneti-

sierung entspricht dann derjenigen
~elnes idealen Diamagneten mit einer
Suszeptibilitét %;f - 1.

Meissner - Phase:
Innen:'ﬁ. = ﬁ. = ﬁ = Q0
—_— i i _ y
Oberfliche: A Job f 0 R %‘ y
AuBen: B } & 7

A - - ‘= 4

B + B ; e Ve

angelegt Probe(FOlge von JOb)ig s [
- /
/

0 &
Auflenfeld Ba —_—
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Vereinfachte Beschreibung

- - e - s
Innen:  M#O H,#0, B;= po(H,+ M =0. Aus M= XH folgt X =-1

—
Oberfl: jOb =0, denn der Beitrag des tatsdchlich vorhandenen
Oberfldchenstroms wird gerade von Eﬁagéﬁkﬁ erfass
A - - > . ) >
AuBen: Ba—foHa = Bangelegt+ Bprobe(als Folge von M)

(Diese wereinfachte Beschrelbungswelse behandelt den Supralelter

—

als permeables Medium mit M—)LH Y =-1, j0b='ﬁxn . Damit werden'
aber nur-uie magnetischen Elgenschaften.rlchtig erfasst, nicht

jeaoch die~EigenschaftUWiderstand=O.
Sofern der Entmagnetisierungsfaktor N = O ist (d.h. die
Geometrieeffekte keine Rolle spielen) verhdlt sich ein
Supraleiter wie ein idealer Diamagnet X = -1 ,—7 = -1
Beim Uberschreiten eines kritischen Magnetfeldes B —B (T)
"springt" der Kdrper jedoch vom Supra- in aen Normal—
leitenden austana Neben diesen "Typ I Supraleltern" (meist

reine Metalle) gibt es jedoch auch oogenannte "Typ II-

Supralelter"(Leglerungen) deren Magnetlslerungskurve

anders au551eht.

i DL By
B 1 TN
SL1. Art : SL 2. Art ,//: TelQ u‘\'nﬂ "'.cu'i g/
5 g : ? i u@&¢0M3f
N '
PN\ -BQ<B<BQ N
: : > Normal : f‘&od S (» RAPW‘K |
P > I mal-
7 ‘>|<_—.} ’ ' < zustand  {W C‘ec*‘\ SL W'
B e = > >
AuBeres Mognetfeld 'Bq—>- }‘{uﬂeresBMo_gneffeld —»Bcl B

(a) ' (b)

Einige Zahlenwerte : (Werte fiir Bc beziehen sich auf T=0),

T/ OK’ Bcl/GaUSs . Béz/Gauss
Al 1.2 ' 100 (Typ I)
Pb 7.2 800 (Typ I)
Nb(rein)9.2 100 =200 3400
Nb,Sn 18 , 170 ‘ 22 000
PbMOSSG 500 000 .1}

Literatur: Buckel, Supraleitung
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§8 Energie und Energiestromdichte des Elektromagnetischen Felds

Wir rekapitulieren das in (.7 erhaltene Resultat {iber die mit
einer Anderung dQ von Ladungen, und Anderungen dp von Dipolmomenten
verkniipfte Energieénderung:

Sw_. - Z ¢o0da -Eeydp - [[EONGEIES E"T’(?)} dv

F Laq

Diese Energie wird dem elektromagnetischen Feld entnommen (SW<O)
bzw zugefiihrt (8W>O) Der obige Ausdruck gilt nur fiir statische Felder!
Mit Hilfe der Maxwell- Glelchungen kann man den gw eld umschreiben:

OWsad = ﬂia mdv)

Die Aufteilung in der im KOrper vorhandenen Ladungen in "freie"
Ladungen ,Qi und Dipole ﬁi ,héngt aufs engste zusammen mit der be-
grifflichen Trennung der Systeme "Elektromagnetisches Feld" und
"Materie". die erkennt man unmittelbar aus der
folgenden Uberlégung: ;Edﬁ gibt die mit einer

Anderung von Dipolmomenten im vorgegebenen E-

Feld verkniipfte Energieinderung an, -Edp wird

also dem elektromagnetischen Feld zugefiihrt bzw;'

entnommen.‘Aber auch fiir E=O kostet die Erzeu=

gungeines Dipols gnergie, denn man muf die Ab-
stdnde von Atomen in Molekiilen &ndern! Dies entspricht der mit einer
Lidngendnderung einer Feder varkniipften Spanﬁungsenergie. Diese ™clari-
>sationsenergie wird dem System "Materie" zugefiihrt bzw entnommen, Die
Anderung der Polarisation der Materie kommt also in zwei verschiedeL‘A
Energieformen vor, der des elektromagnetischen Felds, -jﬂ"ﬁgidv,

und in‘der Polarisationsenergie dif Kirpers,jﬁ?gﬁdv . Im thermodyna-
mischen Gleichgewicht ist jedoch T = E.

Als Energiednderung des Geéamtsystems "Elektromagnetisches Feld
Materie" erhalten wir demnach:

gwwci *gwm{ = SSS d)(?)%f(?) dv = Eﬁg&gzc{\/ + m@ X O(V”
-l Ew fese 5314y
= m E@) 33w 4V
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Im folgenden werden wir daher diﬁ %Bergle, die in der Wechselwirkung
(
der die Dipole bildenden Ladungen,den K&rpern zurechnen, und nicht

dem elektromagnetischen Feld.
Fiir den Fall eines statischen Magnetfelds erhalten wir entsprechenc

Sy, - 7 Jcy dhs ~TadipR) - S(Iﬁgwﬂzﬁj Av)

L=t
"Allerdings ist nicht ?’- wie man vermuten kdnnte - sondern das Vektor-
N .
potential A die der Ladung Q entsprechende Grége. Wichtig ist auch,
daB die Energleform "magnetlsche Energie" des elektromaqnetlschen Feld:s

durch H , und nlcht durch B bestimmt wird.

Suras < Sl « T 3c0dR, < [poT 514 Tl - S8

Wir untersuchen nun zeitabhédngige Felder. Fir diese gelten die
Energieausdriicke der Form ¢dQ‘;§dX etc. nicht. Wir werden daher

direkt von den Maxwell—Gleichungen flir die Felder ausgehen und ver-

suchen durch Umformungen * den Erhaltungssatz der Energie‘von der
Form _ ‘ .
Energiestromdichte } Energiedichte dem Feld‘pio
div : + s = ) <
;:FE ~des Felds Sek.zu (ab) =ge

‘des El. Mag. Felds)
\ ‘ fihrte Energie

abzulesen, . ,
Die auf der rechten Seite der Gleichung stehenden Energiebetrédge

werden den System "Materie" zugefiihrt bzw. entnommen.

T : -~ = 7D
1) div D = £(vt) 3) rot H = j4sr
S R ) -
2) rot E = —?LE. 4) div B =0
Dt
- - - -— 7-—~ -
D =&E+P B=/Jo +/&0M
Zauberformel: ' div(ﬁxﬁ) = ﬁ‘rotﬁ - E-rotH
e e I s -
Cvao - 2 =2 ST
multipliziere 2) mit H: Hrot E =- U3¢ |
" 3) mit E: E'rot H € + E -
a 7T JB

- — - - : - IREOEEN -13‘5
subtrahiere: div(ExH) = H-rotE- E'rotH = - {an»H;E'+ Eg%}



R KN 2 .;)'T" _\,é?é 2 . .~‘
AuBerdem ist: Eg% = a%(%&g)'*‘&‘;? 5 Hﬁr:%(%’fﬂ*}‘l—y 3()(/’31)

dis (E+ 1) t & <

[t} Ny

)76 13 4 $460)

Die linke Seite der Gleichung enthdlt nur Eigenschaften des Systems
"Elektromagnetisches Feld", dessen Energie sich durch Str&men dndern
kann - dann bleibt sie dem Feld erhalten - oder sie wird dem System
"Materie" zugefiihrt bzw. entnommen, je nachdem die rechte Seite der
Gleichung negativ oder positiv ist,.

Energiestromdichte des el. mag. Felds E(?,t) = Erfg
(Poyntingvektor)
Energiedichte des el. mag. Felds w(r,t) =EZEDEH'%f°Hk
. ' ' © :
| A o
Joule' sche Wirme Y9 g g P 3E
O T B = oy
Polarisati 1Teai o g gv#—l g 29p
olarisationsleistung o 3 D W B3¢
3o I o B o ) i
Magnetisierungsleistung 9 E E .'? H-ﬁM—
A 2 & 5 N t
: dw (T, t) | AP > dpol
Erhaltungssatz di § Wi, ) o fsp4Elh /Al
: 1v +—VT€; ’ JE+E()'t+h T

Genau genommen stellt ;:E die vom EiFeld‘an den Strdmen j pro
Sekunde geleistete Arbeit dar, welche nur fiir zeitlich konstante
Felder"§,§ vollstdndig in Wirme libergefiihrt wird. Fiir zeitlich
verdnderliche Felder enthilt EiE jedoch "Blindleistungsanteile";
entsprechend enthalten dann fo, ﬁﬂ5ﬁ> dissipative Anteile. .
Gilt speziell B:&GE und'§=pfﬁ. mit reellen KonstantenH?,JL ’

so sind die zeitabhdngigen Felder B, E und'g,.ﬁ zu jedem Zeitpunkt

in Phase, d.h. die Energie'von Feld und Materie &ndert sich

"in Phase" und es tritt daher keine Dissipation auf, (Vergl.
mit erzwungener Schwingung). 1In diesem Fall kann man eine
Energiedichte des kombinierten Systems "Elektromagnetisches Feld
plus Materie" definieren:

=33 7B _ ) N a5 e
éf;{‘*"q7?7:= T u%+nﬁj , WL (t)r%trD +{H-8



Materie ohne Dissipation ' D =&€E B =‘Hq4ﬁ
(bezgl. Pol. und Mag. Energie] _
Energiestromdichte S = ExH

Energiedichte von FeldtMaterie y

. - -
Erhaltungssatz divs +-§—f“=— g~E

Wir geben noch die integrale Formulierung des Erhaltungssatzes der

Energie an

. N §u3 . A
aus divs + 3¢ T~ }':
folgt: —%Sguﬁ&i'ﬂd\[ < L@ .S-d‘: ' + ﬁgg E dv ’
' r
| \ 0 . |
. ]
Anderung der weggestrémte n erzeugte Joule
Feldenergie Energie R sche Wiarme

Das elektromagnetische Feld tranportiert nicht nur Energie;

sondern auch Impuls und Drehimpuls. Die zu Ableitung dieser Gr&Ben

notwendigen Uberlegungen sind jedoch komplizierter, als fiir die

Energie. Wir geben daher lediglich das Resultat an( siehe Becker-
Sauter, Feynman lectures Vol. II)

Impulsdichte des elektromag. Felds - Pp(E,t) = g-t Sec‘il,—ﬁﬂﬁ
Drehimpulsdichte 2(T,t) =Txp
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11 Materialgleichungen fiir zeitabhiingige Felder

A. Drude—Modell

Zur Beschreibung der zeitabhiingigen elektrischen Eigenschaften von Metallen nehmen
wir vereinfachend an, daf} sich die freien (Leltungs—)Elektronen geméifl den Newtonschen
Gleichungen bewegen,

und vernachléssigen die Ortsabhéngigkeit von E, sowie das Magnetfeld. 7 ist eine phino-
menologlsche Relaxationszeit.

(a) Wir zihlen die Elektronen als frei (d.h. P = 0'und M = 0). Mit j=—ent (n =
Elektronendichte) erhalten wir:

(55 3t = TiEur

Die Losung dieser DGI. liefert die gesuchte Relation zwischen js(t) und E(t).

Fiir ein Wechselfeld erhalten wir speziell:
E(t) = Re{E¢e ™'}, j,(t) = Re{o(w)Ege ™},

o(w) bezeichnet die (komplexe) Leitfihigkeit

nez

dmzlj;Tzdwym@@y

Fir beliebigé zeitabhéingige Felder gilt:

jAﬂ:/wE@—ﬂEWMﬂ-

—00

' 2
ne /
Bt —-t) = —e e - 1)
| (¢~ #) = " et-O0e s~ v)
o(w) ist die Fourier-Transformierte von T(t — t).

(b) Alternativ konnen wir die Leitungselektronen auch unter die Polarisationsladungen
mit P = —ner zéhlen. Dann ist j; = 0 (und M = 0), '

2 1d ne?

Fiir ein Wechselfeld gibt das:
P(t) = Re{eox(w)Eoe™"},

__ne?

X©) = J s ) = 14 x()



VI-23

In beiden Beschreibungsweisen ist der Gesamtstrom j; + j,, gleich. Es gilt die folgende
Umrechnungsvorschrift

Ausnahme: Statische Felder (w = 0).

Fiir schnell verdnderliche Felder, wie z.B. im Bereich des sichtbaren Lichtes, sind die
Oszillationsamplituden der Elektronen klein, und beide Beschreibungen sind physikalisch
vollig ebenbiirtig. In der Optik bescheibt man freie Elektronen iiblicherweise durch eine
(Drude-)Dielektrizitatsfunktion

2 ‘ 2

w2 ne
=14+ -1-—""* 2_ 7
€(w) +x(w) w(w+i/7)’ “r mey’

und damit als “gebundene” Polarisétionsladungen! Die charakteristische Frequenz w,
heifit Plasma—Frequenz. ‘ '
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B. Lorentz—Oszillatormodell

Gebundene Ladungen (wie z.B. in Atomen) kann man analog A. durch Hinzunahme
einer “riicktreibenden” Kraft —cr mit der Federkonstanten ¢ = mwé als getriebenen
Oszillator beschreiben (j; = 0 und M = 0).

(d_2 + _i_i n wg) P(t) = " B(r)

di? dt m
w2 2
X(w) = : wh= T

mey

Alternativ kénnte man die gebundenen Elektronen direkt durch einen Strom j = %—1:

und damit durch eine Leitfdhigkeit o(w) erfassen.

Durch zeitliché Mittelung des Energie—Quelltermes E%D- liber eine Periode erkennt man,
daff die dissipierte Leistung durch den Imaginérteil von wy(w) bestimmt wird (bzw. jE

und Re{o(w)}).

Den expliziten Zusammenhang von j(¢) bzw. P(t) mit E(¢) erhilt man wiederum durch
Lésen der DGL. (Ein anderer Weg wire iiber Fourier-Riicktransformation von P(w) =
eox(w)E(w)). Vorteilhaft ist es zunéchst die “Antwort” auf eine Delta-Impuls Anregung
zu betrachten: ' '

d 1d ne? .

. : 2 ) :
P(t) = eox(t = ') = ==e'5 sin[Qt - ¢)]O(t — ),

mit Q2 = w? — (1/27)%. Als Randbedingung hatten wir P(+£00) = 0 benutzt.

- Die Reaktion auf ein beliebiges Feld erhalten wir wieder durch Superposition

E() :/_Oo E()8(t — ¢')dt, ”
P(t) = e /_ 7 x(t - ) E()at.

Die Integralbildung nennt man Faltung von x(t) mit E(t). Der Grund, warum y(t — t')
nur von der Zeitdifferenz abhéngt ist die Homogenitét der Zeit. ©(t — ¢') beinhaltet die
Kausalitét, d.h. P(t) hingt nur von vergangenen Feldstirkewerten ab.

Analoge mathematische Strukturen treten in vielen unterschiedlichen Bereichen von
- Physik und Technik auf, z.B. elektrische Netzwerke, Fourier-Optik (“System—-Theorie”).

In der Mathematik nennt man die Funktionen N(t—1), x(t —t') die Green—Funktionen
der zugehorigen (inhomogenen) DGLs. (siche Kap 1.4) (Abgesehen von Vorfaktoren auf
den rechten Seiten der DGLs vor E((r,t)).
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Kap. VIT Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

§1 Der Raum-Zeit Begriff und die Lorentztransformation

Umn die in der Natur ablaufenden Prozesse beschreiben zu k8nnen

ist ein Bezugssystem notwendig:

Bezugssystem:

‘Koordinatensystem zur Bestimmung der rdumlichen Lage der Teilchen zu-
sammen mit einer dem System verbundenen Uhr, Die Angabe von (t,T)

heift Ereignis oder Weltpunkt.

Inertialsystem:

Bezugssystem, in dem ein sich frei bewegender K&rper (d.h. auf den
keine &duReren Krdfte wirken) konstante Geschwindigkeit besitzt, Wenn
zwel Bezugssysteme von denen eines ein Inertialsystem ist, sich re-
lativ zueinander mit gleichférmiger Geséhwindigkeit bewegen, so ist

offensichtlich das andere Bezugssystem auch ein Inertialsystem.

Relotivitdtsprinzip:

Die Naturgesetze gelten in jedem Inertialsystem in der selben Form.

Galilei'sches Relativitétsprinzip:f ‘
‘Relativitéfsprinzip zusammen mit der Annahme einer augenblicklichen
Ausbreitung von Wirkung (d.h. Kr&fte hingen nur von der Lage der
Teilchen zum gegebenen Zeitpunkt ab. Eine Anderung der Lage irgend-

eines Teilchens wirkt im gleichen Augenblick auf die anderen Teil-

chen). ‘
Transformation vom Inertialsystem K nach K' : B o= PVt
(Galilei-Transformation) ‘ o t' =t

V ist die Geschwindigkeit mit der K' gegen K bewegt wird.

Einstein'sches Relativitdtsprinzip:

Relativitdtsprinzip zusammen mit der Annahme, daR die Ausbreituhgsge—
schwindigkeit flir Wirkung (d.h. Energie, Impuis) gleich der Lichtge-
schwindigkeit ist. Diese hat dann in jedem‘Inertialsystem den selben
Wert ! |
Die Transformationsformeln von K nach K' wollen wir im folgenden ab-
leiten. Das Relativitdtsprinzip von Einstein flihrt dabei u.a. zu dem

Ergebnis, daR die Zeit nicht mehr als absolut anzusehen ist.



Abstand zweier Ereignisse: + Jﬂ/
Wir fllhren einen fiktiven UY-dimensionalen Raum ’
ein, dessen Koordinate xo=ct bis auf den Fak- jf

tor ¢ gleich der Zeit ist und (xl,xz,x3)=?l In
diesem Raum ist ein Ereignis ein Punkt, jedem

Teilchen entspricht eine Linie (Weltlinie)

/ X
gleichfdrmigiruhendes
| et o

Wir formulieren das Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

bew. Teilchen

mathematisch, Dazu betrachten wir zwei Inertialsysteme K und K' die

sich relativ zueinander mit der konstanten Geschwindigkeit V bewegen.

L) o)
. kN 2 L 1 k2 kA ?1_
in K @ Sp = (o) = (=) =(0,-4,) = (Z2-24) o
‘ L, L ' JEE IR AN P
in K': &ZZ:C(QL"HJ -(X;-%’,;‘ _(ﬁ‘_,f’{,\)- (Zo-47) lo
) . : ' x!
'S4, heiBt LY-er Abstand der Ereignisse 1 und 2. o
. : - (AR t t - 40 o
Infinit#simale Abst&nde: ds = cdt- d*""d%'"d% ; o - n'i
* ‘ 1 - ? = ‘ -t D
‘ , - ~ . i}{V <0 . :
o char : ds 'ﬁpvkdxk dﬁv o o o -

wobel {iber doppelt auftretende Indices ﬁ,* = 0,1,2,3 zu summieren

ist. g%v heift metischer Fundamentaltensor (Minkowski-Metrik). Xo=ct.

Oben wurde gezeigt: gilt dsz=0 in einem Inertialsystem, so gilt

‘ : 12
ds

Wir beweisen nun, daR ds

=0 in einem anderen Inertialsystem ebenfalls.

2=ds"2 in jedem Inertialsystem gilt.

(2 T )
Es muB gelten d$f=a(%)d% da dsp ds, von den_selben Ordnung sind.
a(V,, ) kann nur vom Absolutwert der Relativgeschwindigkeit abh&ngen.
(Homogenit4t der Zeit bzw. Isotropie des Raumes). Wir betrachten die

1K+

2_ 2 2_ 2 2_ Y
ds -a(Vl)ds1 und ds —a(Vz)dsz. Aber auch dsl—a(Vlz)ds2

Inertialsysteme K,K

hieraus folgt: a(Vlz) = a(VZ)/a(Vi)
ﬁ

~ .
V12 hdngt aber neben ‘Vl und V2 auch vom Winkel zwischen V1 und V2

ab. Letzterer geht jedoch in den Quotierten a(Vz)/a(Vl) nicht ein.
Daher muf a(V) = const = 1 sein.
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. . . . . 4 '
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit d5== d@ - hen s =s

(Konstanz des U4er-Abstands).

2
Zeitartige Abstdnde S > o0

Sind zwei Ereignisse 1 und 2 in einem System K zeitartig, so kann
man ein System K' finden, an dem beide Ereignisse am selben Raum-

. 1S
punkt stattfinden. Qj;¢ C*é'Nf'+(3z~'ﬁdL + (2~ 27) ; ta = 4 -4

! . T L 13 !
g4 =0 wenn gilt S; = ST ks >0

r——

. l v
Zeitdifferenz in K' 4, = % chﬂz-/&f::ﬁu/c

. " L
Raumartige Abstdnde S <O

Sind zwei Ereignisse in K raumartig, so gilt es ein Bezugssystem K'

'in dem beide Ereignisse gleichzeitig sind. Die (3 dim) Entferhung,

in dem die Ereignisse stattfinden ist in K':

/ T .
/QQ = V&'z“ C é{zl ="Su.

Da der 4er Abstand 812 eine Invariante ist, ist die’Unterteilung von.

Abstdnden in zeitartige und raumartige von absoluter Bedeutung.

€
- o . . wKX=Ct
X"Ct : ZMW;‘&C’/
A 4 51{ CE(JL;!?'
w07 L S
/»-"' Y Our UL C&r?\ (‘:,c
/,f’ . AC,US d:,_, (_"(J YRR {:)’”
ay
s

A x

N

Eigenzeit eines Teilchens oder Beobachtérs
Diejenige Zeit, welche von einer Uhr angezeigt wird, welche sich

‘mit irgendeinem Gegenstand mitbewegt. 3‘

Der Gegenstand kann sich beliebig '3 Eg&»/ K’
bewegen. In jedem Moment gibt es dann & ,
ein mit der Uhr fest verbundenes ‘ /@? é§
Koordinatensystem K' das (zusammen mit /// <

.,

der Uhr) ein Inertialsystem darstellt.

@ K
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I

h

j—-\ s
(A R T L t hi 2 £l » ; 7 i 2
ds = cdt -c{);(~dcé Sdvta Gt A ot = At /{.. _,.,/,5??)

'

dr/dt=v Geschwindigkeit des Teilchens (im System K gemessen)

Zeitdifferenz, das die bewegte Uhr anzeigt, __— A .
wenn auf der unbewegten Uhr die Zeit ty-ty Ez—é7f £.d4‘ %z‘{f
1

vergeht.

T . . .
Da M1-0/@ <41 ist, geht eine bewegte Uhr langsamer als eine unbewegte.

Lorentz~Transformation

Transformation der Koordinaten t,r eines Ereignisses im Inertialsystem
‘Kvgie Koordinaten t',r' desselben Ereignisses in K" -

Diese Transformation 14Bt den ler Abstand zweier Ereignisse invariant.
Wir betrachten speziell den Fall, daB sich K' relativ zu K mit der

Geschwindigkeit V l&ngs der x-Achse bewegt.

! -—\/t '\',‘ } - 6/ : /
X ————?—;‘TF =4 2=t X = ;;,g“i /\72_3 L 22
y‘x | - o,
! C-c E+c X
Pl Ve e po Ll
Jo-p° & | fi-r"

(spezielle Lorentztransformation)

Alle Transformationen mit der Eigenschaft, daB eine krdftefreie Be-
wegung (d;h. eine Gerade im t-r Raum) wieder in eine solche lbergeht,
und die quadratische Form (ct)z-xz-—yz-z2 ungedndert 1dft, kdnnen |
durch Hintereinander ausfiihren von einer

a) rdumlichen Dehnung des Koord. Systems

b) und der speziellen Lorentztransformation

aufgebaut.werden.' ‘

Es sei noch auf eine allgemeine Eigenschaft der spezielleh (natirlich
auch der allg.) Lorentztransformation hingewiesen, die sie von den
Galilei-Transformationen unterscheidet: Galilei-Transformationen sind
kommutativ wdhrend das Ergebnis von zwei aufeinanderfolgenden (spe-

ziellen) Lorentztransformationen von ihrer Reihenfolge abhdngt.
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§ 2 Vierervektoren, Vierertensoren und Vektoroperationen

Wie im dreidim. Raum die Vektor und Tensorrechnung das geeignete
Hilfsmittel ist, um Gleichungen in gegeniiber rdumlichen Drehungen
invarianter Form zu schreiben, so ist auch eine entsprechende vier-
dimenssionale Vektor und Tensorrechnung nitzlich, um physikalische
Gleichungen in Lorentz-invarianter Form darzustellen sog. kovariante
Formulierung. Man sieht auBerdem jeder physikalischen Gr8Re ihren
Charakter sofort an und wie sie sich von einem in ein anderes‘Bezugs—\

. s .
system transformiert. A; = (4, A, As, Ae) Xp=%, Xp=74, X;=2, Xy =rct

¢

Ein Vierervektor Aﬁ_transformiert sich wie:

!

! ) ] . /
A= Do =fRA g Ae A

4
T N L I ¥ = — p—
e / J v 2 !
;A= B0 : [ A-8"
. j Z | N 2 B l é ,Z ﬂ v ) - . - , L - - ;
~ds = dy, + i +olx, +d¥, U ewdlo coowli iy Con e )
7 - i‘g{
= O o YRVER
N o V-2t 1-g*
oder: e - . ‘ S
, . o o " 5
S E ' L {
, AR
. 7
u—er Tensor: 7j}.= Q{LA &QE 7;6
Beispiele 2zu u-éf’Vektoren:
4-er Impuls: 2 (7 £ mit E= ,!/(w Cl) cp)t
P" = ( F b} 1 C ) ° + P
z.B. ruhendes Teilchen in K' hat (?’:AMOCVJ PP =p =0
in K: F=p,C =Moo v = o b V=7 s
py VA_/&L ¢ ) Pd ;//f—/}" ) ())' V-) 0

4-er Geschwindigkeit:

Der gewdhnliche 3-dimens.-ionale Geschwindigkeitsvektor 1l&8t sich zu
einem ler Vektor erweitern: W, - dxiﬂJS.Es mu ds ~<tatt dt stehen,
denn dt ist keine Invariante: ds = cdt Vl-p: wobei ds/c die Eigen-

zeit des bewegten Teilchens ist.
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-
v
c

! Ag o] = / t )
: . . . . . T ~~;r:'=" e A T )
Vierergeschwindigkeit 3 o \ /A - (}«%—: /i 0%‘
ererh , /- Auvg 7 dug
Viererbeschleunigung k= s C{/m At
. - -ty
| ‘ Ips a/fhzﬂ( 4 AL
Viererkraft ‘ T = AL > —— —
s As s CYa=vler 7 A
: N
Viererstromdichte : j& = ( /J) s 'C)
' A had . Y . -
Viererpotential : Ag_:‘ ( A, 2 (L/C/’ (siehe Darst. von /z{; A )
| | S N
Vierergradient . Vﬁ = <9_x4; 'a?i)‘g?/ T{) ; Aﬁf W ([x "= 4-er Vek
Viererdive;‘genz ’ Vﬁ Aﬁ - ist ein 4der Ska-lar

Beispiel::

2F - , ,
‘ 3“{4‘0@/&*3”0(\3 VQOFL::‘Q

1

D' Alembert Operator . D-—WVV——QV-,LBI 2 2 7
ember péra or . =V T 3x,‘~+9)&t +2Y,,‘—:A-?‘)/?l
Beispiel: }
~ 3“ -5
AA- 'JZ'L __4_1 = /’o}
AV D3 Ax= o fa
Acﬁ - Cil TZ ?Fag
24, 4 =o VAL =o
o€
Skalarprodukt zweier Vektoren: '~ A‘fz .Bﬁ = Invariante (=Skalar)
'L.
Beispiele: Pl = = W)
Uty = —1
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§ 3 Viererpotential und Feld einer gleichf&rmig bewegten Punktladung

Ruhesystem: ¢§= _WJ m%w A/ =0
: (R J

Da Ap\ein Vierervektor ist, k&énnen wir A! in einem bewegten Bezugs-
i

system direkt {iber die Lorentztransformation erhalten.

BHEEN /"";;:“ ™ ¥ Jt -2 2"’" 7
e [\__J:_ o+ -ﬁ;/'z%’z
[a-pr v
A(T’t)f% ",‘j"“L X O{gl‘ l).' L 7/1. l /A{‘ - A =D
* it :/'."’3 gt __{ ¢ d L - "'2;
. / i {WL 1F9 1t ? } ‘

Hieraus bestimmen wir die Felder:

7 1 x-0t

ST -8t §[J—&¥]y.294:3§%
: , o
: : f} " ig"‘g'x E>
{:&C - "#\;,1;"?;9 i 5 ) - . ZS,L AL OQ c Z ji
1 J |
a 2

7
~~
¥
-
=
)
T
o
1
o>
™~
i
o~
g
~
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————— ~ “present

POSITION

(b) v=09¢ \T

Das Magnetfeld einer langsam bewegten Ladung ( v<<c) ergibt sich als

RSl o B ER D= 7.3
Eg=‘CLX & et €= YiF. pt @) R= T-ut
F. % TR om . (39xE
TS c? 3 Yw 93
. AT T RSN i

Dieses Resultat stimmt exakt mit dem Biot-Savart'schen Gesetz
{iberein. ' ’

§ 4 Die Feldgleichungen -

Die Umschreibung der Maxwellgleichung in eine kovariante Form bringt
zwel Vorteile mit sich: Erstens erhalten sie rein formal gegeniiber
der 3 dimens- ionalen Schreibweise eine sehr vereinfachte und vor
allem durch ihre Symmetrie sehr bemerkenswerte Darstellung. Zweitens,
und ist dies fir uns von besonderer Wichtigkeit, ergibt sich physi-
kalisch eine Reihe von besonderen Zusammenhdngen zwischen einzelnen
GrdBen der Maxwell'schen Theorie, wie z.B. zwischen elektrischer

und magnetischer Feldstdrke, Energie, Impuls usw.



VII-9

-

Wir gehen nun von den Potentialen q& A bzw. Ak_zu den Feldsté&rken
tUber !

E. oy F= il

Komponentenweise ausgeschrieben lauten diese Gleichungen (Ao=c$)

oAz 949 ~~6‘):4x _éfé A, oA, 2{ e ] JZ"
B, =%~ EERRY = ?23 ' : Sh JE "o Tleiax D% U
24 | ~ %A, 36 . { oty 2y
UERRS ik A Foe 3y = e e iRy
Ay DA< : s o4 . 1 b "4;} o
Bg=,92 T TFx ‘gg_ - Fa 2773 52 1C{T565~ PV =ty

Die elnheltllche Form dieser Glelchungen legt die Definition eines

elektromagnetlschen Feldtensors F,, " nahe
0 B, -Ba - ¢ Ex
(?uh) - | B, -~ B, O -4 Ea
Tk C ¢ c-z

Wir erhalten also das Resultat, daB sich das elektromagnetisché
Feld in Viererschreibweise nicht mehr durch zwei Vektoren E (polar),

und B (axial) beschreiben 1dRt, sondern durch einen antlsymmetrlschen'
Tensor F;, zweiter Stufe.

Die elektrische und magnetische Feldst&rke 51nd nicht mehr unabhanglg
vonelnander, sondern zu einer Einheit zusammen gefafkt., Bei einer
Lorentztransformation transformieren sich die Komponenten von E und'ﬁ
nicht flir sich, sondern gemischt.

Wir wdhlen jetzt wieder die spezielle Lorentztransformation d.h.
parallele x-Achsen.
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L and 7y
allg. Transformationsgesetz: _=v: »C¥%m<"o)‘ RE ~ V) A”C
. - ' T * /
. - / -1 — -
antisymm, Tensor: /% - ey4u£%¥;y Ty = T
I‘ = - K . . et — ’
(7t 74) T/ - _Fu =Bty ) = oy + A,
& Vi3 % ¢ 7 VA=At
;‘/_ — T Fiy =1/ Fas
19 = Try 73y gl

Fir das Transformationsverhalten der Felder ergibt sich dann
unmittelbar

E# = E* ’R%' Px
N a0l s o Bt LB (B-AuE )
4 = ———&-_:—‘—'_‘T - [ D, - -——-C——-—L——-——- = "——*-_—,”—“—““‘:““
VT T T g e Tt
R e g ’ ;R -2 A
gl E2+ VB £+ $<BJe n . Be-2F, B-hioe,
Cp = 7 = R s = e et T e —
d.h. es ist- ' » ‘ , i
ey o o = 7 IR
= S —— LR A )
£ =7 __(£+v+B B === (®-29n¢)

Mit Hilfevder Tensbrschreibweise lassen sich durch Kontraktion

von Fy. zwei Gréfen finden, die sich beim Ubergang zu anderen Koordi-

natensystemen nicht &ndern (sog. Invarianten des elektromag. Felds).

Dies sind EZ/H‘ - §2 und E-B.

a) Bilde T\ T = 2(B-4F)

-5

C P A . i ) fi. - s -
b) Bilele: EVQkQ fig ¥keﬂ“£ c B (genauer: E'B ist ein Pseudoskalar)

wobei E{ihcvder "vollstédndig antisymmetrische Einheitstensor
vierter Stufe"ist, d.h.

0 wenn 2 Indices gleich sind
< . he = +1 wenn (%4513) eine gerade Permutation von 1234 ist
V4 ke ‘
- -1 wenn " " ungerade " ' " o "

Anwendungen hierzu sind:

1) ist ELB in K' (z.B. B=0 in K' nach § 35), so ist ELB in allen
Inertialsystemen.
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2) ist Ez/& - B2> 0 in K', so 14Rt sich ein System K finden in dem

B=0 ist, d.h. man hat den magnet. Anteil des Felds "wegtransfor-

miert".

Mit Hilfe des Feldtensors kann man die 4 Maxwellgleichungen in kova-
riante Form bringen. Es zeigt sich, daB Jje zwei von ihnen zu einer

einzigen Vierergleichung verschmelzen.

o E - ' (=23
LB = o FE 4 o] T /
dr € = 3/e, %4 )7 | (k=Y
X (f=4,2,73)
" 0% - . -
2 NG v ' Bfm - ap@,% ARE -0
¢ %e 2\(“ QXK (/&= (/)

dos B = 0

. Al -
Wegen der Antisymmetrie von‘ka treteﬁ{gur Indices auf, bei denen
v ,k,£ verschieden sind.

Obwohl die Maxwell- Glelchungen in der zunachst verwendeten 3- dlmen-
‘sionalen Schreibweise recht symmetrisch in E und B sind, besteht zwischen
beiden Feldefn bezﬁglich ihres Transformationsverhaltens ein fuhdamentaler
Unterschied. Dles rihrt von der Lorentzkraft her, die die (mathematlschen)
Felder E und B mit der Kraft F auf. ein geladenes Teilchen verknilipft.

-

N s N
F = gE+4 gVxB

Da die Ladung g ein Skalar ist, und Vv und F Vektoren sind, ist

-

E ein (polarer) Vektor B ein (axialer) Vektor (Pseudovektor)

d. h. B dndert bei Spiegelungen des Koordinatensystems am Nullpunkt seine

Richtung. Dieses Transformationsverhalten ist explizit in F enthalten.

Was wdre nun, wenn es magnetlsche Ladungen = gdbe? Die M:xwell -Glei-
chungen wédren nun symmetrlsch in E und B° zur Lorentzkraft hdtten wir
Terme qmé und qmvxE hinzuzufigen. Die magnetische Ladung 9 hattqbedoch
die bemerkenswerte Eigenschaft, daB sie bei Spiegelung des Koordinaten-
systems am Nullpunkt ihr Vorzeichen &ndert!! Eine pseudoskalare physika-
lische GrogBe ist jedoch in der klassischen Physik bisher nirgends aufge-
taucht - wohl aber in der Elementarteilchenphysik. Es ist daher nicht
ausgeschlossen, daB es (bisher noch nicht entdeckte) Elementarteilchen

gibt, die magnetische Ladﬁngen'tragén.
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2) ist Ez/é - B2> 0 in K', so 14BRt sich ein System K finden in dem

B=0 isf, d.h. man hat den magnet. Anteil des felds "wegtransfor-
miert".

Mit Hilfe des Feldtensors kann man die 4 Maxwellgleichungen in kova-
riante Form bringen. Es zeigt sich, daf Jje zwei von ihnen zu einer
einzigen Vierergleichung verschmelzen.

'—’_ 0_9_5 -4 ();42//1213
h’g‘ B = /‘0(0 2T +}"o\} E:ﬁk,_ _ /{‘ | )
dus € = s/¢, Vg /J ¢ (=4
0} (k=472 73)
ol € - e | VP , T | dFe _,
/’/— - BX{ 2/‘(\“ BX‘}{' ) (/&= L/)

T s B o= oo

Wegen der Antisymmetrie von F,, treten\nur Indices auf bel denen
% ,4,% verschieden sind. .
Obwohl die Maxwell-Gleichungen in der zunachst verwendeten 3-dimen-
sionalen Schreibweise recht symmetrisch in E und B sind, besteht zwischen
beiden Feldern beziliglich ihres Transformationsverhaltens ein fundamentaler
Unterschied. Dies riihrt von der Lofentzkraft her, die die (mathematischen)
Felder E und B mit der Kraft F auf ein geladenes Teilchen verkniipft.

-

=S I
F = gqE+ gvxB

Da die Ladung g ein Skalar ist, und v und-f Vektoren sind, ist

—

E ein (polarer) Vektor - B ein (axialer) Vektor (Pseudovektor)

N .
d. h. B dndert bei Spiegelungen des Koordinatensystems am Nullpunkt seine
ik enthalten.
Was wdre nun, wenn es magnetlsche Ladungen 9y gdbe? Die Maxwell-Glei-

Richtung. Dieses Transformationsverhalten ist explizit in F

chungen widren nun symmetrlsch in E und B- zur Lorentzkraft hdtten wir
Terme qmﬁ und qmvxE hinzuzufligen. Die magnetische Ladung 9 hattqbedoch
die bemerkenswerte Eigenschaft, daB sie bei Spiegelung des Koordinaten-
systems am Nullpunkt ihr Vorzeichen &dndert!! Eine pseudoskalare physika=-
lische GroBe ist jedoch in der klassischen Physik bisher nirgends aufge-
taucht - wohl aber in der Elementarteilchenphysik. Es ist daher nicht
éusgeschloséén,*daﬁ es (bisher noch nicht entdeckte) Elementarteilchen

gibt, die magnetische Laddﬁgen_tragén.
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3. Zur Elektrodynamik bewegter Kirper;
von A. Einstein.

DaB die Elektrodynamik Maxwells — wie dieselbe gegen-
whrtig aufgefaBt zu werden pflegt — in ibrer Anwendung auf
bewegte Korper zu Asymmetrien fiihrt, welche den Phiinomenen
nicht anzuhaften scheinen, ist bekannt. Man denke z. B. an
die elektrodynamische Wechselwirkung zwischen einem Mag-
neten und einem Leiter. Das beobachtbare Phinomen hingt
hier nur ab von der Relativbewegung von Leiter und Magnet,
whhrend nach der iiblichen Auffassung die beiden Fille, daB
der eine oder der andere dieser Korper der bewegte sei, streng
voneinander zu trennen sind. Bewegt sich nimlich der Magnet
und ruht der Leiter, so entsteht in der Umgebung des Magneten
“ein elektrisches Feld von gewissem Energiewerte, welches an
den Orten, wo sich Teile des Leiters befinden, einen Strom
erzeugt. Ruht aber der Magnet und bewegt sich der Leiter,
so entsteht in der Umgebung des Magneten kein elektrisches
Feld, dagegen im Leiter eine elektromotorische Kraft, welcher
an sich keine Energie entspricht, die aber — Gleichheit der
Relativbewegung bei den beiden ins Auge gefaBten Fillen
vorausgesetzt — zu elektrischen Stromen ‘von derselben GroBe
und demselben Verlaufe Veranlassung gibt, wie im ersten Falle
die elektrischen Krifte,

Beispiele shnlicher Art, sowie die miBlungenen Versuche,
eine Bewegung der Erde relativ zam ,Lichtmedium‘ zu kon-
statieren, fohren zu der Vermutung, daf dem Begriffe der
absoluten Ruhe nicht nur in der Mechanik, sondern auch in
~ der Elektrodynamik keine Eigenschaften der Erscheinungen ent-
sprechen, sondern. daB vielmehr fir alle Koordinatensysteme,
fiir welche die mechanischen Gleichungen gelten, auch die
gleichen elektrodynamischen und. optischen Gesetze gelten, wie
dies fiir die GroBen erster Ordnung bereits erwiesen ist. Wir
wollen diese Vermutung (deren Inhalt im folgenden »Prinzip
der Relativitit genannt werden wird) zur Voraussetzung er-
heben und auBerdem die mit ihm nur scheinbar unvertrigliche
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Voraussetzung einfithren, daB sich das Licht im leeren Raume
stets mit einer bestimmten, vom Bewegungszustande des emit-
. tierenden Korpers unabhéngigen Geschwindigkeit 7 fortpflanze.
Diese beiden Voraussetzungen-geniigen, um zu einer einfachen
und widerspruchsfreien Elektrodynamik bewegter Kérper zu ge-
langen unter Zugrundelegung der Maxwellschen Theorie fiir
ruhende Koérper. Die Einfiihrung eines ,,Lichtathers¢ wird sich
insofern als iiberfliissig erweisen, als nach der zu entwickelnden
Auffassung weder ein mit besonderen Eigenschaften ausgestatteter
»absolut ruhender Raum* eingefiihrt, noch einem Punkte des
leeren Raumes, in welchem elektromagnetische Prozesse statt-
finden, ein Geschwindigkeitsvektor zugeordnet wird.

Die zu entwickelnde Theorie stiitzt sich — wie jede andere
Elektrodynamik — auf die Kinematik des starren Korpers, da
die Aussagen einer jeden Theorie Beziehungen zwischen starren
Korpern (Koordinatensystemen), Uhren und elektromagnetisclien
Prozessen betreffen. Die nicht geniigende Beriicksichtigung
dieses Umstandes ist -die Wurzel der Schwierigkeiten, mit
denen die Elektrodynamik bewegter Korper gegenwirtig zu
kimpfen hat. ' ,

I Kinematischer Teil.
§ 1. Definition der Gleichzeitigkeit.

Es liege ein Koordinatensystem vor, in welchem die
Newtonschen mechanischen Gleichungen gelten. Wir nennen
dies Koordinatensystem zur sprachlichen Unterscheidung von
spiter einzufithrenden Koordinatensystemen und zur Prizi-
sierung der Vorstellung das ,ruhende System‘

Ruht ein materieller Punkt relativ zu diesem Koordinaten-
system, so kann seine Lage relativ zu letzterem durch starre
MaBstdbe unter Benutzung der Methoden der euklidischen
(Gteometrie bestimmt und in kartesischen Koordinaten aus.
gedriickt werden. v

Wollen wir die Bewegung eines materiellen Punktes be-
schreiben, so geben wir die Werte seiner Koordinaten in
Funktion der Zeit. Es ist nun wohl im Auge zu behalten,
daB eine derartige mathematische Beschreibung erst dann
einen physikalischen Sinn hat, wenn - man sich vorher dariiber
klar geworden ist, was hier unter ,,Zeit’* verstanden wird.

]



Zur Elektrodynamik bewegter Kirper. - 898

Wir haben zu berticksichtigen, daB alle unsere Urteile, in
welchen die Zeit eine Rolle spielt, immer Urteile ither gleich-
zeitige DEreignisse sind. Wenn ich z. B. sage: ,Jener Zug
kommt hier um 7 Uhr an/ so heiBt dies etwa: ,,Das Zeigen
des kleinen Zeigers meiner Uhr auf 7 und das Ankommen des
Zuges sind gleichzeitige Ereignisse.*?)

~ Es konnte- scheinen, daB alle die Definition der ,,Zeit* be-
treffenden Schwierigkeiten dadurch iitberwunden werden kinnten,
daB ich an Stelle der ,Zeit die ,Stellung des kleinen Zeigers
meiner Uhr¢ setze. Eine solche Definition gentigt in der Tat,
wenn es sich darum handelt, eine Zeit zu definieren ausschlief-
lich fiir den Ort, an welchem sich die Ubr eben befindet; die
Definition genligt aber nicht mehr, sobald es sich darum handelt,
an verschiedenen Orten stattfindende Ereignisreilien miteinander
zeitlich zu verkniipfen, oder — was auf dasselbe hinauslauft —
Ereignisse zeitlich zu werten, welche in von der Uhr entfernten
Orten stattfinden.

Wir kinnten uns allerdings damit begniigen, die Ereignisse
dadurch zeitlich zu werten, daB ein samt der Ukr im Koordinaten-
ursprung befindlicher Beobachter jedem von einem zu werienden
Ereignis Zeugnis gebenden, durch den leeren Raum zu ihm ge-
langenden Lichtzeichen die entsprechende Uhrzeigerstellung zu-
ordnet. Eine solche Zuordnung bringt aber den Ubelstand mit
'sich, daB sie vom Standpunkte des mit der Uhr versehenen
Beobachters nicht unabhingig ist, wie wir durch die Erfabrung
wissen. Zu einer weit praktischeren Festsetzung gelangen wir
durch folgende Betracbtung

Befindet sich im Punkte 4 des Raumes eine Ubr, so kann
ein in 4 befindlicher Beobachter die Ereignisse in der un-
mittelbaren Umgebung von 4 zeitlich werten durch Aufsuchen
der mit diesen Ereignissen gleichzeitigen Uhrzeigerstellungen.
Befindet sich auch im Punkte B des Raumes eine Uhr — wir
wollen hinzufiigen, ,eine Ubr von genau derselben Beschaffen-
heit wie die in 4 befindliche — g0 ist auch eine =zeitliche
Wertung der Ereignisse in der unmittelbaren Umgebung von

1) Die Ungenauigkeit, welche in dem Begriffe der Gleichzeitigkeit
zweier Ereignisse an (annihernd) demselben Orte steckt und gleichfalls
durch eine Abstraktion iiberbriickt werden mu8, soll hier nicht erfrtert
werden.

Annalen der Physik. IV. Folge. 17, 58





