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Kapitel 1

(Prinzipien der) Mechanik

1.1 Einleitung

Mechanik hat Vorbildfunktion fiir Aufbau der gesamten (theoretischen) Physik

¥ Mechanische Systeme einfacher als beispielsweise in der Elektrodynamik, Atomphysik

Korrespondenzprinzip

* Klassische Mechanik Quantenmechanik
% Prinzipien: Allgemeine Regeln
* ,Eigennutz“: Systeme mit Zwangsbedingungen

Betrachten wir zu Anfang das Prgblem des Doppelpendels:

Die Bewegung ist eingeschrénkt durch:
2 4+y*—12=0
Es gilt folgende Bewegungsgleichung:

9
l

Fiir ein Doppelpendel haben wir die beiden Gréflen 1 und ¢ps.

Y+ =sinpg =0

Ziel:

{Zwangsbedingungen} = {Zwangskriifte} = {Lagrange-Gleichungen 1./2. Art} = {Wirkungsprinzip}

Bewegungsgleichung;:

mr=F
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1.2 Bezugssysteme und Relativitidtsprinzip

Bezugssystem: ,,Koordinatensystem+Uhren“

A

Y

Ein Koordinatensystem ist ein starres Geriist von Maflstdben.

Inertial-System:

Wir nehmen an, daf} ein kréftefreies Teilchen eine konstante Geschwindigkeit hat, also v=const. gilt. Wenn dies
nicht gilt, gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Es ist doch eine Kraft vorhanden.

2. Das System ist nicht inertial.

1.2.1 Klasse von Inertialsystemen

K sei Inertialsystem. Dann auch K’ mit:



1.2. BEZUGSSYSTEME UND RELATIVITATSPRINZIP

vy -t

=7~ iyt + Ry

t' =t (absolute Zeit) ‘

Ry, Uy = const.

Hierbei handelt es sich um die sogenannte Galilei-Transformation.

1.2.2 Relativitatsprinzip

Naturgesetze haben in allen Inertialsystemen dieselbe Form. Beispielsweise lautet die Beziehung zwischen Ener-
gie und Geschwindigkeit fiir ein freies Teilchen:

m m
E=_—9 - FE =_9?

2 2

d*r(t) 4
Bewegungsgleichung: m dzg ) = F(7)

invariant gegen Galilei

1.2.3 Exkursion: Lorentz-Kraft

1.2.4 Einstein’sches Relativititsprinzip

Relativititsprinzip plus Annahme, daf§ Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen gleich (Galilei = Lorentz-
transformation)

Nichtinertiale Bezugssysteme

mi # F (=Kraft aus Inertialsystem)

.l = - -
mr = Fges = Lgrav + Fschein
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Beispielsweise ist ein rotierendes Bezugssystem nicht inertial.

Y

p=0Q-t

mr = Fyrgy +m - % (f’x Q)—i— 2miv x Q +mi x
) —_— =
~————~———" Corioliskraft ?
Zentrifugalkraft

Aquivalenzprinzip:

Gravitationsfeld £ beschleunigtes Bezugssystem

LOKAL
1.3 Lagrange-Mechanik

Ziele: Zwangsbedingungen = Lagrange-Funktion

% Zwangsbedingungen und Zwangskrifte
N

g(z,y) =2>+y* -1 =0



1.3. LAGRANGE-MECHANIK

Newton:

mF:Eges:FGT+FZw

Fist eine Zwangskraft, die fiir g(z,y) = 0 gilt. Die Zwangskraft F'y, steht senkrecht auf g(7,t) = 0. Also
gilt:

Fz = X grad g(F,t)

Fiir unser Pendel erhalten wir:
g= 22+ y2 _2
grad g = (2,2y,0)

A ist der Lagrange-Parameter. Damit gilt fiir N Teilchen (j = 1, 2, ..., N) und R Zwangsbedingungen
Jo (T1, ..., Ty, t) = 0 die Lagrange-Gleichung 1.Art.

1.3.1 Lagrange-Gleichung 1.Art

R
m () = Fongs + Y Aa(t) - grad go (F1,..., Py, t) mit go (71,7, ..., Fy,t) =0
a=1

Es handelt sich um 3N + R Gleichungen fiir 7;(¢), Aa(2).

Beispiel: Mathematisches Pendel

1.) m& =0+ A(t) - 2z
2.) mi=—mg+ A(t) 2y
3) 22 +y2-12=0

Diese Differentialgleichungen sind leider nicht analytisch zu 16sen. Es wére besser, sogenannte generalisierte
Koordinaten einzufiihren:

a.k=1,2,....3N—R=f

f ist die Zahl der Freiheitsgrade.

71,72, ...,in =x ={x;} fir j=1,2,...,3N
xj = (q1,q2, -, 45, t)

Fiir das mathematische Pendel gilt:
ry=x=1-sinyp

To=y=10-cosyp

Generalisierte Koordinate: ¢ = ¢

Die Zwangsbedingung ist identisch erfiillt:

g(z,y) =2 +y* — 1> =0
—_————

=0
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Strategie:

Wihle ¢ so, daf die Zwangsbedingungen identisch erfiillt sind, d.h., daf die ¢; unabhéngig voneinander
sind. Die Lagrangegleichungen werden so umgeformt, dafl sie besser handhabbar sind. Man will also die

A('

Zwangskréfte ., loswerden*!

m:EJ = I —|—Z)\ 8gaxt)

O0x;
. L o _0z(q,t) , N
Wir multiplizieren die Gleichung mit ————= und bilden Z
Aar =
L 9u,(@) S~ 0750 ) N S O9a(@,t) Oy(0.1)
mi;, ————= = Fi—— + Aot
2 Iqk ; T Og ; ol ); dx; Oy

6% ga(z1(q1s--5q5t),
z2(q1,-,q15t),--)

Sofern die Zwangsbedingungen identisch erfiillt sind, gilt:
0

5 Ja (x1(q1, -, q,t),22(q1, ..., q,t),...) =0
dk

99a(z,t)

(9.Tj
Tangential-Fliche der Nebenbedingung (genauer: auf die gx-Koordinatenlinie)

zeigt in Richtung der Zwangskraft und ist senkrecht zur ¢i-Koordinatenlinie. Projektion auf die

1.4 Lagrange-Gleichung 2.Art

Ox;(q,t 0x;(q,
3o et -5 P

Beispiel:

Generalisierte Koordinate: ¢ = ¢ (nur k = 1)

Ox I

r1=x,— =1-cos

1 Dp ¥
Jy

To=y,— =—l-singp
dp

j=1,2

mi‘(l-cosap) +my (=lsing) =0-(...) +mg(—Isinyp)

x'(t):—l sinp(t) =1-cosp- ¢
#(t) = —1- (sinp) - p? +1-(cosy) - @
y(t) = —l-sinp- ¢

§(t) =1 (cosp) - ¢* — - (sing) - ¢
Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt:

ml?p = —mlgsin ¢

Die Masse fillt heraus, da schwere und trédge Masse gleich sind.

gb—&—%sincp:O
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Wie geht die Reise weiter (WARUM iiberhaupt?)

Die Lagrange-Funktion £ (g, ¢,t) geniigt der Differentialgleichung:

d 9L(q,v,1)

de ov

T
i

v=4(t)

Nach dem Standard-Modell gilt:

‘ L= Ekin - Epot

Hamilton’sches Extremalprinzip der Mechanik:

A
t
ty
,,"/virtuelle Bahn
keine Funktion von #’
tat-——-
i | »
L Ty x

Fiir die Wirkung erhalten wir:

Sla(t)) = / £ (q(t). v(t). 1) dt

Die Wirkung S nimmt ein Minimum fiir die wahre Bahn (feste Anfangs- und Endpunkte) an.

q A keine Bahn, da ¢ nicht eindeutig zu jedem Zeitpunkt
//// \\\\ q(t)
qa y z. |
< b
\,
N 1
N ~ i
wahre Bahn \ :
\ |
\ |
\
5q(t) | virtuelle Bahn (16st Bewegungsgleichung nicht)
g |
'
ds 4 i
|
|
I »
ta ts t

S [q(¢)] sei fiir g(t) stationédr (Ableitung von S). Oft ist .S [¢(¢)] minimal fiir ¢ = G(t), das heifit S [g(¢)] <
S [g(t)] fiir alle ¢(t), die A und B verbinden.

1.4.1 Wirkungsprinzip und Bewegungsgleichungen

Die Natur liebt Extremalprinzipien wie beispielsweise das Fermat’sche Prinzip.
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Brechungsgesetz:

Luft
ni

wahre Bahn

Glas
n2
sina no
sing  ny
li 1o
Tap=w +a
ni no

Wenn die Zeit minimal wird, ist das Brechungsgesetz erfiillt.

Bezeichnungen:

S [q(t)] :Zahl £ FUNKTIONAL
N——

Argument

¥ dg(t) ist Variation von ¢(¢), ,kleine“ Funktion
q(t) =q(t) + dq(t)

¥ dq(t) ist der Name der kleinen Grofe, nicht das Differential der Funktion ¢(¢).
(Meier # M eier)

Wie folgt aus dem Wirkungsprinzip die Bewegungsgleichung?

Es sei dq(t) = €-1(t), wobei ¢ ,klein ist. n ist eine feste Funktion, die aber beliebig wéhlbar ist. Weiterhin muf
n(ta) = n(ty) = 0 gelten.

Einsetzen in S[q(t)] und Taylor-Entwicklung nach e:

Extremum von S(e) : S'(e) =0
L(T+enq+et)=L(gT1t)+

¢ kommt in 2 verschiedenen Bedeutungen vor:

1.) Name der Variablen Geschwindigkeit (zu ¢, ¢, . ..)

dq(t
2.) Rechenoperation auf ¢(t) angewandt: ¢ = %

Aus y = f(z) folge y = y(z).



1.4. LAGRANGE-GLEICHUNG 2.ART

Slao] = Slao)] + [ | 228Dy LD 40 ar4 0@

a

Unser Ziel ist die Stationaritét von S[g(t)]. Dies erfordert S’(e) = 0, womit also gelten muf:

/[...]dtzo

n(T) sei beliebig! Aus 7(t) folgt dann 7n(t) durch partielle Integration:

ty

oL ... . oL " d 9L(q,4,1)
Gioar=Go | - [0 o

~———— ta

=0
S [q(t)] = S [q(t) +e/ [gg - jtf;ﬂ (6t 4.

20 fiir alle n(t)

Der Integrand muf} 0 sein, da 7(t) eine beliebige Funktion ist.

d 0L(q,4,t)  9L(q,4,1)

dt a4 dq

Dies ist gerade die Lagrange-Gleichung 2.Art.

Harmonischer Oszillator:

D
L(z,&,t) = %ﬁ - Exz +x- f(¢)

d /m _. D
mZ + Dz =0+ f(t)

Damit erhalten wir folgende Bewegungsgleichung:

‘mjé—l—Dx:f(t)‘

Lagrange-Gleichung (2.Art):

d 9L(g,4,t) _ 0L(q,4,1t)

dt  Ogr oqr,

Die Voraussetzung ist, dafl alle g;’s unabhéngig sind, dal als keine Zwangsbedingungen zwischen den gx’s
herrschen.
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Beispiel:
-
mq
-« T
lcos ¢

mao (l’, y)
Y
Wir betrachten ein ebenes mathematisches Pendel mit frei gleitendem Aufhéngepunkt mit Masse. Es gibt dann
die Freiheitsgrade 1(mq) + 1(mz). Wir fithren generalisierte Koordinaten ein:
A A

qa=u,q2=¢
r=1-sinp+u
y=—l-cosyp
Wir haben dann folgende Lagrange-Funktion:

‘C(Uyua%@) = Ekin _Epot = 711142"‘72( 2+y2) — mag - (—lCOSQp)

Wir differenzieren die Koordinaten nach der Zeit:

T=lcosp -Q+u,y=—Ilsing- ¢
#2492 = (a—i—l-(cos<p)~gb)2+(lsing0-gb)2 =02 1% (cos® @) - ¢* 4+ 2lucos - ¢+ 12 - (sin @) - 2

Durch Einsetzen in die Lagrange-Funktion erhalten wir:

L= %ﬂz-i-%lﬁ#—%lzgf—Q—mglcosgwgb-u—i—mggl'cosw
Fiir u gilt:

d my +msg . )
! {(1222u> +mglcoscp<p] =0

Des weiteren folgt fiir ¢:

d

7 {%ZQZL;B + myl cos cpu} = mal(—sin )Pt — maglsin ¢

1) (m1+ ma)i + maol - (cos ) - ¢ =const.
Es handelt sich um eine Erhaltungsgrofie!
d
2) ¢— ﬁ& [(0052 ©) @]+ %sing@ — ﬁgb? - 8in ¢ cos ¢ = 0 mit @ aus (1), Konstante=0 gesetzt

Fiir m; — oo erhalten wir das iibliche mathematische Pendel:

¢+%sin<p:O
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Mit m; +— 0 haben wir folgendes Resultat:

P — (cosz<p~¢+2005<psin<pgb2) —l—%singo—ngsingocosgo:O

1
sinzap-gb—§~sin(2<p)~gb2—|—%sin<p=()

Zwangsbedingungen

Lagrange-Gleichung 1.42.Art — £(q, ¢, 1)

Newtongleichung

Allgemeine Eigenschaften der Lagrange-Funktion:

5 d
a) Lo L£=L+ 2o(1)
@(q,t) sei beliebige Funktion der Koordinaten und Zeit, die nicht von der Geschwindigkeit abhéngig ist.

ty
~ d
§=S+ [ Zol.)dt
ta
—_———

const.(tq,tp)

@(q,t) heift ,Eichfunktion®.
bl.) L(gq1,---,9f,¢1;---,qs,t) hingt nicht von einer bestimmten Koordinate g (k fester Index) ab.

doL oL v
dt 0gr,  Oqr

oL
qx ist zyklisch = P0r ist zeitlich konstant (Erhaltungsgrofe).
- k
Ziel der Lagrangetheorie: Wihle (wenn moglich) zyklische generalisierte Koordinaten!

b2.) L(g1,...,9f,¢1,.-.,q4s) héingt nicht mehr von ¢ ab. Daraus folgt:
oL
Z ——qr — L = const.
& 4

c.) Lagrange-Gleichungen 2.Art

d oL oL
———=—"firk=1,2,...
dt Oqy, Iqk e B 3

pi ist der verallgemeinerte Impuls, f; die verallgemeinerte Kraft.
Vorsicht: pi # const. - ¢k

dpr
w =

d.) Konsequenzen aus dem Relativitétsprinzip auf Lagrange-Funktion:
Ein freies Teilchen: Wir fordern ein Inertialsystem:

%* Alle Zeitpunkte sind gleichwertig (wenn von aufien keine zeitabhéngigen Kréfte einwirken).
L(Z, z, t) = L(Z, a’c’) ist unabhéngig von ¢.

% Alle Raumpunkte sind gleichberechtigt.
L(Z,%) = L(Z) ist vom Ort unabhingig.

% Alle Raumrichtungen sind gleichberechtigt.

L@E) =L ((55)2) besser als £ (|f|)
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Bemerkung:

Es darf eigentlich nicht auf die Unabhiingigkeit von (2) geschlossen werden, sondern héchstens auf die
Invarianzbedingung des erweiterten Noethertheorems. Ein Gegenbeispiel ist:

oL
Homogenes Kraftfeld < Alle Raumpunkte gleichberechtigt, aber o #0
x

Relativitatsprinzip:

Wir haben zwei Inertialsysteme, die sich mit relativer Geschwindigkeit vy bewegen.

T— T+ (+ oder —7?)

L=C(@+0)?)2L(P) (=)

Wenn das Relativititsprinzip fiir die Lagrange-Funktion gelten soll, muf3 folgendes erfiillt sein:
S =22 2 d . .
L((T+17)%) =L(v )—l—Ef(r,t)

f sei hierbei eine unbekannte Funktion, die vom Ort 7 und der Zeit ¢t abhingt. Allgemein gilt nun fiir
deren Zeitableitung:

d,zpy_0f 0x 0f dy 0Of de Of _ a2 9
AL el il T i R i T G 7

Wir betrachten nun die Taylor-Entwicklung von L:

A2 I oL _ (2
E(v + 2vvo+v0)—£(v)—&-a?f—&—..._ﬁ(v)ﬁ-{_

200 ..

kleine Grofle e
darf nicht von
¥ abhingen

0 oL oL
/ muBl ——<20,7 linear in ¥ sein und damit ——< - 29y unabhéngig

ot a(?) a(7?)

von ¥. Damit hiingt £ linear von 92 ab:

Wegen < 7(71) = (grad ) -7+

L (172) = const, -2

m
2

,,Blick iiber den Zaun*: Quantenmechanik

In der Quantenmechanik hat man eine sogenannte Wellenfunktion:

. Slz(t)]
Ui, t) = Y. e

alle Pfade
z(t)

1.4.2 Mathematischer Einschub: Extremalproblem

a.) Funktion einer Variablen: y = f(z)

Aus f'(x) = 0 folgt durch Auflésen xg als Extremwert. Es handelt sich dann um ein Minimum, falls
f"(zg) > 0 bzw. um ein Maximum, falls f”(x¢) < 0 ist. Im Falle f”'(z¢) = 0 haben wir einen eventuellen
Wendepunkt.
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Beispiel:

Wir betrachten die Funktion y = 2*. Fiir die Ableitungen der Funktion gilt:

yl — 4%3

y" = 1222
Yy = 24x
y@ =24

b.) Zwei unabhéngige Veridnderliche z,y

z=f(z,y)
Maximum Y
A oAl A 4
//// \\\\
// N o
/ P =~ N
:// /. ™ \\\:
I,/ / /// \\\ \\ \\|
» i >
y '\ .M/ I
\\ \ AN d / .,;
\\\ \\\ - P /// /// N
Jo»
\\\ ///
\\ //
g .+~ Hohenlinien
. .
Fiir die Extremwerte, mufl folgendes gelten:
of (x, of (x,
f@y) o @)
Or oy
—— ———
Zo, Yo heift dann Extremalpunkt (stationdrer Punkt) von f(z,y). Wir untersuchen F(s) = f(zo +

scos a, Yo + ssin a) mit festem a:

F'(0) = fu(z0,90) - cosa + fy(x0,y0) sin

F"(0) = for - cos®> a+ fyy -sin® a + fu, - cosa-sina + fy, -sina - cosa

F"(0) = fex(z0,90) - cos® a + fyy - sin o + 2y, sina cos o

F(0) =

>0Va Minimum fz, >0  fy, >0

<0Va Maximum fu, <0 fyy <0

Andernfalls handelt es sich um einen Sattelpunkt.
faws fyys fay sei bei (zo,y0) bekannt. foo - fyy — f2, > 0 gilt sowohl fiir Minimum als auch Maximum!

@
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Beispiel:
Betrachten wir folgende Funktion von x und y:

z= f(z,y) = e~ (@ +v%)

fow = e~ @) (—22)2 —2) 22200, 9

faca: = ei(x%ryz) : ((_Qy)Q - 2) co -2
2, .2

fay = (=20) - (=29) o™ =0
fa:a:fyy_ iy:(_2)2—0:4>0

Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung:

z = f(z,y) mit g(z,y) =0
Beachte: z,y sind nicht unabhéangig.

% y = y(x) aus Nebenbedingung und F(z) = f (x,y(z)) nach a.)

% Lagrange-Parameter A
Man betrachtet eine Funktion, die von 3 Variablen abhéngig ist:

F(l‘,y,)\) = f(xvy) + )\g(x,y)
————r

unabhéngig

Extremal- und Variationsproblem:

Funktion zweier unabhéingiger Variablen z = f(x,y)

0f(x,y) _, 0f _

1.) Stationéirer Punkt xg, yo: ———= =

or ’8y_0

2.) Diskussion der stationiren Punkte:
Minimum: fzz > 0, fyy > 0, fox - fyy — §y >0
Maximum: fz, <0, fyy <0, fzz - fyy — fy >0

Wenn die Matrix (?T ‘Jffy) indefinit ist, handelt es sich um einen Sattelpunkt. Bei Semi-Definitheit
vz Jyy

sind weitere Untersuchungen notwendig!

fma; fmy
fxy fyy

Beweisskizze zu frz fyy — f:fy = >0
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F(u) = f(xo + ucosa,yo + usina), o fest
Viel einfacher ist folgende Betrachtung:
F(u) = f(xo 4+ u,y0 + mu),m = tan« y=m-x

F//(u)|u:0 = f.m(Io,yo) -1 +nym 2+fyy -m? >0

Y
u=20
I »
m x
Durch Differentiation nach m erhalten wir 2f;, + 2mg fzy = 0. AnschlieBend setzen wir mq = f}cz—z in F"(0)
ein und fordern F”/(0) > 0. Fiir N unabhéngige Variablen f(z1, 3, ..., zy) findet man die stationiren Punkte
durch:
9f =0vVk=1,2,..., N
8xk

Funktion z(t) als ,, Variable“
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x(t)

€2

T = (E(tk)
als Variable

X ————————

»

S~

1 2 t
Funktion f(z1, ..., zn) — flz(t)] (Funktional)

Beispiel:

Fla(@®)] = /L(:z:(t),d:(t),t) dt mit () = %x(t)

Die stationédren ,,Punkte“ findet man dann durch Lésen von:

d OL(x,&,t) OL

dt o0&  ox

1.4.3 Extremalaufgabe mit Nebenbedingung

Beispiel:

Es sei z = f(z,y) mit g(z,y) = 0 als Nebenbedingung gegeben. Es gibt zwei Arten von Nebenbedingungen:
% Holonome Bedingung, Gleichung fiir Koordinaten

3 Nicht holonome Bedingung

z? 4 y* < I? oder Differentialgleichung

Vorgehen fiir Nebenbedingungen:

1.) Eliminiere y = y(z) aus Nebenbedingungen f(z,y(x)) = F(z) eine unabhéngige Variable

2.) ,Generalisierte Koordinate: = z(7), y = y(7), so dal Nebenbedingungen erfiillt sind

3.) Lagrange-Parameter A

F (J;?yv)‘) = f(x,y) + )\g(x,y)
——

unabhingig
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Beweisskizze:
A Hohenlinien
4 von f(z,y)
ar
dr
Nebenbedingung : g(z,y) =0
grad g
F(7)
»
x
d dx(r) dy(7) | dr
. - = Jz- = e d s [p—
2) L ftamum) = fo B4 D Lo = (grad () -
d dr
b)) gr9(r),y(r)) = 0 =gradg(z,y) - —

Also ist grad(f) =const. - grad(g) fiir stationére Punkte, d.h. man findet die stationéiren Punkte mit:

!

grad((f(fv, y) + Ag(x, y))) =0

Definiere F(z,y,\)=
f(@y)+Ag(2,y)

Beispiel:

Wir betrachten Die Funktion z = f(x,y) = 22 +y? mit der Nebenbedingung g(z,y) = ry—1 = 0 und berechnen
die stationédren Punkte:

Fx:2x—|—)\yé0
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Fy=2y+ Xz 20

Fy=zy—-1=0

Mit x = y, was man aus den ersten beiden Gleichungen erhélt, folgt durch Einsetzen in Fly:
2 —-1=0

Daraus erhiilt man dann folgende Lésungen des Problems (Variation mit holomorpher Nebenbedingung):

x:yzl\/x:;yz—l‘

Nun wieder zuriick zur Physik! Betrachten wir die Langrange-Funktion:

L= %172 — V(7,t), 7 unabhéngig

Wir haben die Nebenbedingung g(z,y, z,t) = g(7,t) = 0.

S[F(t)] = /E(F,f’,t) dt+/A(t)g(x(t),y(t),z(t),t) dt

Fiir die Extrema folgt dann:

d oL or

_ = _ ag(x7 y’ Z7 t)
dt Ouy, - oxy

+ A(t) 0,

Dies ist die Lagrange-Gleichung 1.Art (Varitation mit isoperimetrischer Nebenbedingung).

Kettenlinie:

Minimum der potentiellen Energie

Optimale Rutschbahn (Brachystochrone):

Y

'

schlecht

ds
besser

X

\/

Wir suchen die kiirzeste Rutschzeit:
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* Geschwindigkeit:

dt = — =

U_E v 2gx

Lo 5
= = mgx
5™V g
3 Bogenldnge:

ds =\/1+ [f"(2)]* dz

* Rutschzeit:

T = \/12_90/2\/15\/1+y'2(a:)dx

% Analogie zur Mechanik:

r—t
!/ .
Y — T,v

Nun kommen wir zur Berechnung:

4oL 9oL,
dz oy Oy
d 1 y

i A—
dx\/E /1+y/2
—_——

const.

1 Y
- J t, = —
NN cons 5

Wir 16sen nach g’ auf und erhalten:

, x 2(a—1z)—2a

_ds ds /14 y?(x) e

T

V= V2az —22  22az — 22 Va2 —(a— )2

y(z) = a - arccos (1 — f) — m + const.
a

Arkuskosinus
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Kettenlinie ist Kosinushyperbolikus
a folgt aus y(z.) = ye. y(x) ist eine sogenannte Zykloide. Wir kénnen diese Gleichung auch in Parameterdar-

stellung folgendermaflen schreiben:
z=a(l —cosy)

y = a(p —singp)

In der Mathematik vertauscht man z mit y (z — y):

‘:z::a(g@—singo)‘

‘y:a(l—cosgo)‘

20T
a
a cos
// asin
1 } >
ay 2 x
—a
™

1.5 Symmetrien und Erhaltungsgréfien

Eine Symmetrie ist eine Transformation der Koordinaten und Zeit, die eine charakteristische Grofie invariant
1483t (Bewegungsgleichungen — S[q(t)] — L(g,4,t)). L(q, ¢,t) ist invariant gegen ¢ — ¢ + tg, d.h. £ hiingt nicht
explizit von ¢ ab. Dies nennt man ,,Homogenitét der Zeit“.

de _ 0L(¢:4,t) | OL dg(t) | OL dg

at - ot d¢ dt ' 9 dt
~ "~
&5 1 P

%7%+ @ '+ g

a ot \ar) TP @
&)

d, . oL

a(quﬁ)Jrafo

Es handelt sich um ein Integral der Bewegung, also eine Erhaltungsgrofie. Falls % =0 ist, gilt p¢ — L = const.

Bemerkung:

Eigentlich ist ,,Homogenitéit der Zeit“ die Invarianz des mechanischen Systems gegeniiber Zeittranslationen.
Somit ist die Invarianz der Lagrangegleichung und nicht die Invarianz der Lagrangefunktion entscheidend!

Die Invarianz der Lagrangegleichung folgt aus der Invarianzbedingung des erweiterten Noethertheorems. Im Falle
der Zeittranslation folgt die Invarianz der Lagrangegleichung auch aus der Invarianz der Lagrangefunktion. Die
Invarianzbedingung ist also allgemeiner.




1.5. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSGROSSEN

Symmetrie:

Darunter versteht man die Invarianz der Lagrangefunktion (und damit der Bewegungsgleichung) unter einer (ein-
parametrigen) Transformation von Raum und Zeit. Aus der Gleichheit der Lagrangefunktion folgt die Gleichheit
der Bewegungsgleichungen. Die Umkehrung gilt allerdings im allgemeinen nicht.

a.) Invarianz gegen Zeitverschiebung ¢ — ¢ + to (,Homogenitdt der Zeit*)

L(g,q,t) — L(q,q)
Daraus ergibt sich:

d

&g(q(t), 4(t)) auf Bahnkurve ¢(t)

Wir folgern als Erhaltungsgrofie:

: oL
Ezpq—ﬁ,p=y
_,—/ q

Energie

b.) Verschiebung des Koordinatensystems
7o+ 7y + €  (kleine Verschiebung)
Uy > Uy
Der Index a bezeichnet die Nummer des Teilchens.

L(T1,...,"N,T1,...,0n,t) ist invariant gegen €.
N———

kein Einfluf

Wir fithren nun eine Kurzbezeichnung ein, die eigentlich verboten ist, ndmlich die Differentiation nach
einem Vektor. Also definieren wir:

) = gradL

oL (8/3 oL oL

or '~ \ox oy 02

Dies hat folgende Konsequenzen fiir die Lagrange-Gleichung:

doL oL doL oL
de 87%’(1 - Oty dt [“)g'cj o a.%'j
~—

Pa

df = f'(z) dz,
oL | 1 0LN
dcz;a—ﬁEZ;(&a—%) - €
~

Pa

d I . Ce )
dL = T <; pa> - € =0 soll fiir beliebiges € gelten, also:

Wir nennen p Impuls (generalisierter Impuls), wobei als Nebenbedingung gelten soll, dafi dieser sowohl
additiv als auch mengenartig ist.

@
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c.) Invarianz gegen Drehungen des Koordinatensystems

|dr] =[] - |de
¥ Drehung um beliebige Achse drg
% Drehung um Winkel |dep|

Fiir kleine Drehungen gilt:

Demnach erhalten wir fiir das Teilchen:
dr, = d@ X 7

dv, = dg x v, Pa - (AP X U,) = d@ - (U, X pa) + Produktregel

c = Z[‘% a7, + 2 7,

ory, ov,
~—~ ~—~
L5, Pa

d .
L = d@- Z& (Fa X fa) =0¥d@ = L =Y 7 x i, ist erhalten.

Die drei genannten Félle sind Spezialfiille des sogenannten Noether-Theorems: Invarianz der Lagrangefunktion
gegen Raum-Zeit-Transformation (einparametrig, infinitesimal) Dies findet man speziell im FlieBbach unter dem
Kapitel ,,Erhaltungsgrofien®.



Kapitel 2

Zweikorper-System mit zentraler

Wechselwirkung

A
. 2
Sonne | 7" Erde
,—”'.—’// -
,,,,,, Schwerpunkt &
)
Erde Sonne
1 Schwerpunkt
x 2/

Bewegungsgleichung:

—

oty = Iy = —I7

3

— —

F: 1 — T2
B mimy  dU(r)
fr)=-G 2 dr
U =M _ 4
T r

Das Ziel ist es, die Bewegungsgleichungen zu 1sen. Leider ist kein Ansatz fiir beliebige U(r) moglich.

% 2 Korper, 3 Dimensionen = 2 - 3 = 6 Freiheitsgrade

¥ 2f —1 =12 —1 = 11 unabhéngige Integrale der Bewegung, die nicht von ¢ abhéngen
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Integrale der Bewegung:

1. Impuls (3 Integrale der Bewegung):

— .

P =Py + P = miU1 + mats = (my +ma)R

Der Gesamtimpuls ergibt sich aus Relativ- und Schwerpunktskoordinaten:

ri=TrE—Tg ”71 — é _ LF
o s
5. T+ marh =R+ —2
: 4m1 T+ my mi + mo
(m1 + mg) R = ﬁ
—_———
M
2. Energie (1 Integral der Bewegung):
E="12 1+ 2R U@ -7 = %§2+T?Q+U(F):ﬁ
2 1T g2 P 2 2M
| —
Esp Era (1)

3. Drehung (3 Integrale der Bewegung):

-
—

L=7 xp1+ T2 X P2
Das ganze verhilt sich additiv:

E:ﬁxﬁ+f’xﬁ
N~

Lsp Lyer
Getrennt erhalten wir 5 Integrale der Bewegung. ESP = R x P besteht aus 3 Komponenten. Da ESPJ_ﬁ,

sind aber nur 2 Komponenten von Lgp unabhéingig. Damit wéiren nun 9 von 11 Integralen der Bewegung
gefunden.

Provokation:

Freies Teilchen (Schwerpunkt)

é = EO + Vof mit Féo, ‘70 beliebig
Kepler-Ellipse fiir U(r) = _
r

M, m sind Teilchen, aber keine Korper; haben auch keine Wechselwirkung.



Relatives und Schwerpunktsystem ungekoppelt:

% Schwerpunkt: R freies Teilchen

* Relativ: Teilchen in Zentralkraftfeld

-

L, ist erhalten, Bewegung in einer Ebene

A
y

m(t) pam
\
|\
] >
| x
/
//
///
Wir fithren Polarkoordinaten ein:
x=rcosp,y=rsinp, (z=0)
mr = f(r) <T> Ere = %F‘z + U (|r]) erhalten
r
Differentialgleichung 2.0Ordnung | Differentialgleichung 1.Ordnung.
Separation der Variablen r Separation der Variablen ¢
Zusammenfassung:
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=17 —Th Relativbewegung
o o Variable
miT1 + maTs
mi + mo

R= Schwerpunktbewegung

M7 = 0| freies Teilchen der Masse M = mi1 + mo

mi-ma 5
—,p=mr

mr = _dutr) <T) Teilchen im Potential U(r),m =

dr r mi + ma’

Hierbei handelt es sich nun um ungekoppelte Gleichungen! Wir nutzen die Integrale der Bewegung aus:

% Impuls (3):

P = m1F1 + m277'2

%* Gesamtenergie (2):

M 5 .

E= 7}%Jr%fQJrU(r)
~  —
SP (1) Rel (1)

% Gesamte Drehung (4):

(3)—(1) (3)

% 10.Integral der Bewegung:
Es handelt sich um den Lenz-Runge-Vektor fiir U(R) = —% gilt:

x:gxi_@
-

3)=(1)

# 11.Integral der Bewegung: ?

Preisaufgabe (Whiskey, 1 Flasche)

* Wie lautet das 11 Integral der Bewegung?
Ill(Fla FQ, 7.—"17 F2)

% Was ist dessen physikalische Bedeutung?



2.1. ENERGIE DES RELATIVEN SYSTEMS

Vorbemerkung:

Die Aufgabe muf} selbst gelGst sein. Bei mehreren richtigen Losungen entscheidet das Los. Der Einsendeschlufl
ist der 5.Juli 2002.

Innere Drehung:

Lye; = 7 x (m#) : Bewegung in einer Ebene (z-y-Ebene)

Lz,7'el = m(xy - y$) = mTQ : 50

A
y

2.1 Energie des relativen Systems

T =TrCosp

Yy =7rsing

m [/ 2 m . .
Bra =2 (F) + U (/) = 5 (% +§%) + U(r)

const.
m m 2 1
_ -2 2.2 _ .2 z,re
E _E(T +7°¢ )+U(r)—5r +W+U(r)
const.
Uegr ()

Dies ist eine Differentialgleichung 1.Ordnung fiir 7.

Uegr ()
Es+ L?
s ﬁ,LZ ist vorgegeben
>
Ey+
B+
7+ nmoglich, da %7'“2 <0
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3 Punkt 1:
3 =0

Fiir r = R ergibt sich eine Kreisbahn.

sk Punkt 2:
Fiir R; < r < Ry erhalten wir eine finite Bewegung (Ellipse).

% Punkt 3:
Fiir > R resultiert eine infinite Bewegung (Hyperbel).

Kepler-Ellipse

2.2 Losung der Radialgleichungen

2
m (dr
E= B (E) + Uep (1) = const.

Man fiihrt eine Trennung der Verdnderlichen r,¢ durch:

o2 1B U = 5
T ar t
!i\/i B — Uy (1) :!dt:t_to

Funktion von r

2.3 Keplerproblem

r=r(p) = g
1+ ecos(p — o)
Man eliminiert nun d¢ durch dy, indem man die Zeit durch den Drehimpuls ausdriickt:

de
L,=mr*-L
mr dt

L.
/d@:/ 2 - dr =¢ — o
/5 [E = Veg(7)]

Mit quadratischer Ergénzung folgt dann:

2 2F o\’ L. o)’
2B - _ (2= 4L = _ _
m[ Veg (m +Lz> <2mr Lz>

772 &'2




2.3. KEPLERPROBLEM

Zghler ist die Ableitung des Radikanten der Wurzel im Nenner!

0 — o= iziFarccos (5)
R "

Wir bilden die Umkehrfunktion und driicken r durch r(¢) aus:

p= € = ,a = ,0 =
ma? 2|E| \/2m|E]

~ mja]’
Diese Groflen sind also nur von F abhéngig!

Ur)y=——+— n#1

Periheldrehung

Bogensekunden
100 Jahre

¥ Experiment:

Bogensekunden

Defizit
100 Jahre ena
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Kapitel 3

Hamiltonsche Formulierung der
Mechanik

Ziele:
% Energie an 1.Stelle

#* Koordinate z — ¢ — Q,i+— ¢ +— Q

Geschwindigkeiten folgen aus der Koordinatentransformation. Koordinaten und Impulse werden mathematisch
betrachtet.

% Quantenmechanik leichter mit Hamiltonformel als mit Lagrangeformel

1. Hamiltonfunktion und Bewegungsgleichung

> Lagrangefunktion:

L

. oL 0
E(q7q7t)7p_ a_qaf - a_q

> Bewegungsgleichung;:

dp _
dt

f

Diese ist die Newton-Form der Lagrange-Bewegungsgleichung.
> Totales Differential:

. oL oL .. oL
—~— =
f p
Hamiltonfunktion:

‘H = pg — L als Funktion von ¢, p, ¢ ‘

Betrachten wir hier das totale Differential:
_ OH(q,p,t) OH OH

d t dg+ —dp+ —dt =d(pjg— L) =d(pg) — dL =
H( q,p,t ) 94 q+ap P+ 2 (pg — £) =d(pg) —dL
unabhéngig
. . . oL
=pdq+qdp—d£=pdq+qdp—qu—pdq—Edt=
. oL
= ¢ dp+(-f) dq—a dt
oM oH S——
op dq %77;‘
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Wir erhalten 2 gekoppelte Differentialgleichungen:

i OH(p, g t)
dp

. 8H 7at
p:f:_%

Dies sind die Hamiltonschen (kanonischen=unverénderlichen) Bewegungsgleichungen. Dabei handelt es
sich um zwei gekoppelte Differentialgleichungen 1.Ordnung fiir p(¢) und g(¢).

Beispiel: Harmonischer Oszillator

D
L(x,d,t) = —i? Exg
*a—ﬁfmjs
P= 9z
. 2mi? m.o D ,
H=pi— L= 5 —<5x—2x>

D
H: %I‘Q—i— 5372

Die Hamilton-Funktion entspricht im Falle des harmonischen Oszillators der Energie!

2
_pr Do,
H(p,x) = m—|— 5
dz | 0 P
@ =5, " m
dp OH
— =pt)=——=-D
dt p(t) ox .
A
p
Phasenraum

N

Fluf3

1. Hamilton-Funktion und Bewegungsgleichung

| »oystemfunktion® | | Bewegungsgleichungen
. 0L(q,q,t) oL [ dp
L = e VAN LT S e M S
agrange | L = L(q,q,t) p 9 f ¢ | at
t
Hamilton | H:=p¢— L q= %
p
. OH(p gt
H =H(p,q,t) p=—(87q)
2 Differentialgleichungen 1.0rdnung
(Kanonische Gleichungen)




Es gibt verschiedene Fachbegriffe, mit denen man den Impuls p bezeichnet:

% Verallgemeinert

% Generalisiert

% Kanonisch

% Kanonisch konjugiert

%* Konjugiert (zu q)

. Zeitliche Anderung physikalischer GroBen, Poisson-Klammer

Es sei eine physikalische Gréle G = G(p, ¢, t) (Zustandsgréfie) gegeben. Dann wird die Zustandséinderung
langs der Bahnkurve dargestellt durch:

dG(p(t). q(t),t) _ 9G(p.q.t) dp(t) | 0G(p,¢.t) dg  9G(p.g.t)

dt dp dt dq dt ot
— %j %H

dG _ 0G(p.qt) | OHOG M OG
dt ot dp 0Oq dq Op

Poisson-Klammer {H,G}

Wir notieren uns die Definition Poisson-Klammern (Reihenfolge: Landau-Lifschitz (und nicht FlieBbach!)):

f
OF 0G  OF 0G
FGy =) o —
{ } - 3pj 8(]]' 8qj apj

j=

Eigenschaften:

1.) Antisymmetrie:
{FaG} = _{GvF}

2.) {F,C} =0, wenn C unabhingig von p, q ist
3.) Linearitét:

{1 F1 + aoFy, G} = o {F1,G} + ao{F>, G}

4.) {F - F,G} = Fi{F,,G} +{F,G}F;
5.) Jacobi-Identitét:

{F1 {Fo, F3} ) + {Fo, {F3, Fi}} + {F3{Fy, Fo}} = 0 fiir alle Iy, Fy, F3

6.) {pj,ar} =i, {pj,a} = {¢;,pr} = 0 fiir kanonische Variablen

7) {H,F} =0
Daraus folgt, dal F' = eine Erhaltungsgrofie (Integral der Bewegung) ist, wenn F' nicht explizit von
t abhéngt.
8.) Differentiation nach p, ¢:
9F(p,q,t)
bl Vo SRV g
ap {F.q}

9.) Algebraische Operation:

O0F(p,q,t)

aq = 7{va}

Statt p, ¢ (die aus Lagrange-Formel stammen), kann man eine neue Variable benutzen:

Pk — Pi(p,q,t), ¢t — Qm(p, ¢, t); p, ¢ unabhéingig transformiert
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Kanonische Transformation:

{Pj, Qm} = 5jm etc.

Form-Invarianz aller Gleichungen (kanonisch)

Beispiel:

A

x

N

2
H:p——i—mg:v
2m

¥ Alte Variablen: p, x
% Neue Variablen: P = —xz, Q =p

2

{P,Q} — {—=,p} = —{p, —x} = +{p, 2} = 1 nach Voraussetzung

3.1 Integrale der Bewegung von Teilchen im Zentralfeld

H, E, Lenz-Runge, Drehimpuls in z-Richtung

H, I_:27 L., {H7E2}7{H7Lz}v{E2;Lz} =0

L L l freies Teilchen in P,
P, Py, Py mit (PP} =0 reies Teilchen in P, Q
@1, @2, @3 finden als kanonische Orte

Aber wie findet man die @Q’s?

3. Teilchen im homogenen Magnetfeld

. 0
B=1|0
By

Die Newton-Gleichung lautet, wobei e die Ladung des Teilchens ist:

mr=e-Ux B

In Theoretischer Physik A hatten wir:

‘x = Rcos(wet — @) —l—xo‘

‘y = —Rsin(wct — ¢) + Yo \

2 = vyt + 20




3.1. INTEGRALE DER BEWEGUNG VON TEILCHEN IM ZENTRALFELD

Und auBerdem fiir die Zyklotron-Frequenz:

GBO
W = —
m
A
z
A _A A A
B
Yo
>
Y
Spiralbahn
To
T
Erhaltungsgrofien:

(Vergleiche Skript Theorie A, Seite 52)

% Impuls in z-Richtung:

P, =M Z=Mmuy

% Drehimpuls in z-Richtung:

L.,=m(zy—yt)?

L, = —mR*w. — mRwe - (2 cos(wet — @) — yo sin(wet — )

Dies ist nur dann ein Integral der Bewegung, wenn die Spiralachse der z-Achse entspricht, das heifit
wenn g, yo = 0 gilt!

% Energie:
B = (&% + 37 + 2) = T (R%2 + ) = const.

Die Lagrange-Funktion lautet:

L7 = S1% + eA(F) -7

Wir haben beispielsweise:

— 0 — 0
A(’F‘) = Box ,B = 0
0 By
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Dann ist /Y(F) das sogenannte ,, Vektorpotential“. Wir notieren uns aulerdem die Hamilton-Funktion:

M7 = 5 (7 eA)

P und 7 sind kanonische Variablen.

1 1
H(Pay Dys Dzr 0,9, 2) = 5— (po — €Au)’ + =— (py — €Ay)" + ...

2m 2m
OH 1
Y = = — CE— 14m '2
= o am (P2 — €Aa)
. Dz eA,
€T =
m .
QZM Hier ist p # m - 7
m
. pz_eAz
="
m
Fiir den kinetischen Impuls gilt jedoch:
ﬁkin:m?
. OH 1 0A(x,y, 2) 1 0Ay(z,y,2)
Be = = = o (e — e (0,0,2) 2+ (—e) Tl ed) 2 () S
1 0A,(x,y, z)
e z AZ 2 - T a_
o (e — eA.) 2+ (—e) - S
mdi'—mi Po — €Az | _ &_ii e g
Tode m o m  mdt " Px de™ "
Ppr — €Ay 0A,  py—eAy 0A, p,—eA, 0A, d
- ) ) - .y ) —e— A
8 (o) T 4 (e b (o) 2 e S ALy )

Des weiteren gilt:

*eiAm(Iayaz) = —€ |:

0A,dx 0A,dy 0A, dz}
dt

or dt ayE 9z dt

mi = eyB, — eiB,

< (DA, 04, |\
PR

mr=e-7x B

x A

<l

Nach Newton erhalten wir:

0
mir=eirx Bmit B=| 0
By

x = Rcos(wet — @) + 9 vz = —Rwe sin(wet — @)
y = —Rsin(wet — ) +yo vy = —Rwe cos(wet — @)

z =101+ 2 Vy = Uz



3.2. ,,BLICK UBER DEN ZAUN“: BEDEUTUNG VON A UND ¢

3.2 ,,Blick iiber den Zaun“: Bedeutung von A und [0

B=rot A E = —grad ¢

Die einhellige Meinung bis ca. 1960 war, daf§ ¢ und A nur Hilfsgrofien sind. Dann erstellten Aharonov und Bolen
jedoch folgende Hypothesen:

# A beschreibt den Impulsaustausch mit dem Magnetfeld.

¥ ¢ beschreibt den Energieaustausch mit dem elektrischem Feld.

Ziel:

Das Teilchen im Magnetfeld verhélt sich wie ein harmonischer Oszillator. (z-y-Bewegung)

Beispiel einer nichtrelativistischen kanonischen Transformation:

B
1. —2
—Bx7r= Boy
2 2

0

Symmetrische Wahl von A=

Wir lassen die Bewegung in z-Richtung weg, da sie unabhéngig von der anderen Bewegung verlduft:

1 eBy \* 1 eBy \°
H (pa. 2, Dy, e — (py— =2
(P, @, Dy, ) = . (px+ 2y> +2m<py 5
4 Variablen

87-( 1 ( eBO )
Vg = =— Dzt —Y
m

Ops 2
_OH _1(  eBo
Uy_apy_m Py 5 v

Finde neue Impuls f’j und Koordinaten Q, so dafl aus H ein harmonischer Oszillator (nur ein Oszillator, obwohl
z-y-Bewegung) folgt:

1 B 1
{ve, vy} = — < ¢ 0) {pa, x} ] {y Py} | = ——5eBo = const., also fast kanonisch
m N—— m

-1

Wir wihlen kanonische Variablen:

BBO
P = by — 9 z
. {Plan} =1
Q1= CUARS Bl
Pl =m - 'Uy
m
= 71}
Ql EBO *
2, M W2 02
H (P, Q1, P2, Q2) = o P 35 o Well
—_—
Kanonische ein harmonischer
Variablen Oszillator

1
Py =p, + §eBOm

{Py,Q2} =1und {P, P} =0,{Q1,Q2} =0



KAPITEL 3. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIK

Ps, Q2 sind Erhaltungsgrofien, welche folgende Bedeutung haben:
Py =xg
Q2 =1Yo

1
=rx—R t—p)=x+ —v, =+ —
To =1 cos(wet — ) =z : Vy =T eBo

m <py eBOx) e Mo Py m eBy



Kapitel 4

Gekoppelte Oszillatoren

Unser Ziel ist es, Systeme mit mehreren Freiheitsgraden (d.h. N-Teilchen-Systeme) zu beschreiben. Die Bewe-
gungen um die Gleichgewichtslagen werden als klein angenommen (kleine Amplituden). Wir werden uns zuerst

den gekoppelten Oszillatoren widmen.

» (a0 a0 @ co
BOLOOABAAAMBA0AA0 Q8008080000800 2

A —
V(x) f=1

i
|
II
! quadratische Ndherung
/
[}

/
/
/

Vot
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A

Yy

=2
Yo

Hohenlinien des Potentials

f »
Xo x
(0) ! oV (x1,12,...) (0)
Vianeoan) = Vel )+ 3 =50 (a5 - =) +
= ()

=0, da Minimum
;o
1 82V(z1,x2,...)

C;

(x; — $§»0))($k - a:,(fo)) +...
F(0) N et N —~

Uj Uk

1
V($1,x2, .. ) =Vo+ 5 Z];Cjkujuk
75

Uj =Tj — x;o) beschreiben die Auslenkungen aus den Ruhelagen. Diese sind damit generalisierte Koordinaten.

B 0?V (z1,22,...)

Ci = = Ck; Symmetrie
J al'ja.xk f(o) 7

Es gilt fiir die Lagrange-Funktion:

. 1 . 1
L(t,u) = Qiju? - §ZCjkujuk u = (ug,us,...)
gk

Bewegungsgleichungen fiir u;:

d .
T (M) = —

N

f 1 f
Z C’lkuk — 5 Z leUj
k=1 Jj=1

Da Cj = Cj; gilt, setzen wir in der zweiten Summe Cj; = Cj; und benennen dann j in & um. Das ist der
iibrigens der Grund, weshalb C;, symmetrisch gewéhlt werden sollte. Wenn C' nicht symmetrisch ist, dann
erhélt man hier eine neue Matrix:

f
myily = — g Cirug,
k=1

Dies sind f Differentialgleichungen 2.0rdnung. Sie sind homogen, linear und haben konstante Koeflizienten.
Leider sind sie aber miteinander gekoppelt.

4.1 Feder-Modell

1 1
Vui,ug) = EC(UQ —uy)?+ Vo = iC(u% — 2uqug + ul)



4.1. FEDER-MODELL

Ci1 =0, Cyp=C,Cia=—-C, Coy =—-C
Wir eliminieren die Massen:
1

u(t) = mal (t)

d? C
TEa(t) ==Y —=t= ai(t)
k

mpmiy
—_———
Dix=Dpi

l=1,2, ..., f: Es handelt sich um f gekoppelte lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten.

1

Ty @1 setzen wiirde, so hétte man:

1.) Wenn man beispielsweise u; =

at)= - “%au(t) mit —% =D
dt? a(t) — Mk ax(t) mi m k

Damit wire im allgemeinen Dy, # Dy und D wére damit leider nicht mehr symmetrisch.

2.) Die g sind wiederum generalisierte Koordinaten.

4.1.1 Matrix-Bezeichnung

al(t) D11 D12 . le aq

a9 (t) D21 D22 . Dgf a9

d? : : S :
a2 |a@®) | =" | Du Dw ... Dy ay
(Zf(t) Dfl ng fo af

a D a

Wir bezeichnen wir @ Vektoren.
Ansatz:

ap(t) = ap, - et

Eigentlich gelte ax(t) = Re (ake_iwt). Dann ergibt sich durch Einsetzen und anschliefende Division durch
e Wt £ (:

(—iw)%@ = —Da

| D = \d mit \ = w?

Es handelt sich um ein Eigenwertproblem mit A als Eigenwert und @ als zugehorigen Eigenvektor. Im allgemeinen
ist D@ = b bis auf Faktor , Fixpunkt®.

Lineares homogenes Gleichungssystem:

(Dll — )\)0,1 +D12a2 + ... +D1faf =0
D21a1 + (DQQ - )\)ag + ... +D2faf =0

Df1a1 +Df2a2 + ...+ (fo — )\)af =0
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Es sind genau f Gleichungen fiir f Unbekannte ay, ..., ay. Nichttriviale Losungen ergeben sich nur fiir spezielle
. Die Bedingungen fiir die Bestimmung der Eigenwerte lautet:

10 ... 0

0 1 0
det(D — AZ) = 0 mit der Einheitsmatrix Z = )

0 0 1

Gauf3-Algorithmus:

Man bringt das Gleichungssystem auf Dreiecksform durch Addition, Multiplikation von Zeilen mit einem Skalar
oder durch Vertauschen derselbigen.

4.1.2 Charakteristisches Polynom

Pp(X) = det(D — \T)
Nullstellen von Pr(A) =0

Al A Ay
a® @ . qWn
Frage:

Woher ., weifl“ die Mathematik, dal die A reell und sogar grofler als 0 sind?

Die Eigenvektoren zu verschiedenen \’s sind orthogonal.

mi ma
)
GO @) > HCI
C

V(U1 — ’LL2) = E(Ul — U2)2

Ci1 = C, Cy = C, Cip =0y =-C

< __C

m mi1m
p=(_ e Ve

mimsa mao

det(D — AT) = 0
A2 — (D11 + Dog)A+ D11 Doy — D3, =0

Ao =C<1—|—1)
mi mo

a) =y <” ml) und a® = b <_T_ v %?) e 9 mit w=+VA = =3y %, wobei = _fmme

/Mo m1 + ma
1 _ [ma
u = ug <1> +Relb :1 e iwt
TV ma




4.1. FEDER-MODELL

b ist eine komplexe Grofle; diese enthélt 2 reelle Grofien. Das wug ist reell. Dies sind nur drei Konstanten, man
bendétigt aber bei diesem Problem vier. Deshalb fithrt man die lineare Funktion ug + vot ein:

_ fma
u = (uo + vot) (1) +Re|b i

+,/ 2

mo

1 1 1
Viug,ug) = §C(u2 —up)? = 3 (C’uf + Cu3 — QOUIUQ) =3 Z Criupuy
Kl

. L . c -C . «_ (C —2C
Es stellt sich hier die Frage, warum wir C = <—C c ) haben und nicht C* = (0 C >
Cro = —2C Cr2 =—-C
Cy1 =0 Cy =-C

1
Dies ist beides richtig, aber C* ist nicht symmetrisch. Mit C* wiirde zwar nach wir vor V' = 3 Z Criupu gelten,
k.l
aber die Bewegungsgleichung (vergleiche Seite 42), wiirde lauten:
1 f
mily = — Z (0ik + Pk1) vk

2
k=1

. . 1 .
Wir spalten nun die T ab:

d2
Myt = = ; Cixug

ma 0 0 Uy
0 mo 0
Cu=\ .
0 0 e mf

4.1.3 Mathematische Eigenschaften des Eigenwertproblems

Voraussetzung:

D ist eine symmetrische Matrix, also gilt D;; = Dy;. Durch Transponieren von D resultiert (DT)ik = D;;. Die
Transponierte erhilt man durch Spiegeln von D an der Diagonale.

aj
a=|:
ar
a :(a17a27' 7af)
Di=1b
Dy1 Dyo Dqy
a'D = (ay,az,...,a5)
Dy Dy Dyy
Satz:

Eigenwerte symmetrischer reeller Matrizen sind reell.
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Beweis:

Die Notation ,,x“ bedeute im folgenden ,, konjugiert komplex*.
Da = \a Da* = \a*

Wir verwenden:

ai
az

aT*a — (a’l*va;,...,a}) : :Zazak:ZMkF
: k k
af

Der letzte Ausdruck ist somit reell!

Wir vertauschen k& und [. Dann folgt mit Dy; = Dy, und anschlieSender Subtraktion:
0=\=X) " a)

Daraus resultiert nun A = A* (reell). Alternativ kann man dies auch folgendermaflen zeigen, wobei nun *
,komplex konjugiert und transponiert“ bedeutet:

\|d@]? = (@*Da)* = a*D*a**

Mit D = D* erhalten wir dann:
aDad* =adDd= )\|c?|2

Damit ist gezeigt, dal A = A* ist. Dariiber hinaus gilt:

(A-B)" =BT AT

Den nétigen Beweis hierzu gibt es auf dem niichsten Ubungsblatt.

(A-B-C)" =cTBT A"

Deshalb folgt:

(@™pa)" =a D" (@7)"

Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A\(®) # \(f) einer symmetrischen reellen Matrix sind
orthogonal.

al@ . g®) = Za’(ca)aéﬁ) -0
k

gr(e) g8 — (agw’ § ) (“;ﬁ)>

DG = NG pgh) = \B) g
alB)pgle) = )\(@)gT®B)g(@) (1)
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gl pgB) = \B)  gT(a)7(8) (2)

Skalarprodukt
von @®) mit @

Transponiere Gleichung (1):

Gl () pgB) — \(@)gT(@) (8 (3)
Subtrahiere Gleichungen (1) und (3) voneinander:

0— (Aw)_w)) PP

==0
#0 nach Voraussetzung

Das charakteristische Polynom hat r-fache Wurzel. Das heif3t:

PN = A=) (D)

Es existieren r linear unabhéngige Eigenvektoren, die man nach Schmidt-Verfahren orthogonalisieren kann. In
unserem Fall miissen die Eigenwerte > 0 sein, das heifit, V' (u1,...,us) hat Minimum.

1
V(ur,ug, ... uyp) = §chlukuk >0, >0

Frage:

In welchen gewihlten Koordinaten (Normalkoordinaten) ist £ eine Summe von ungekoppelten harmoni-
schen Oszillatoren?

—iwe

(o = Aq - € ! fiir freie Schwingung

Wir notieren uns dies in Komponenten:

(1) (2)

ar=a; ‘qu+a;g... a® @
.0 (2) i
a2 =0y g1+ a3 "g2... . . . .
a = q2
af:a(fl)q1+a§c2)q2+...
u

U ist die Matrix gebildet aus den Spalteneigenvektoren (normierte Eigenvektoren). Dies folgt aus der Festlegung

Q= agl)al + aél)ag + ...

q2 = a§2)a1 + aéQ)CLQ + ...

und auBerdem aus UT =1,

Eigenschaften von U:

UTU =T < a0 =5,
UUT =T = o™ . aP =5,4

Damit ergibt sich also:
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Konsequenzen von @ = Uq:

e A T ST 2,7, > =T -
= = (U U =a U'UT =
a-a=dd=U-q)" U)=q (=q q

T

Beim Skalarprodukt von @, a— q, G bleiben Liangen und Winkel erhalten. Daraus folgt, dafl &/ Drehungen und
Spiegelungen beschreibt. U ist eine orthogonale Matrix, daher ist die Spiegelung eine orthogonale Transforma-
tion, womit wir also haben:

Weiterhin gilt:

“Ty= _ ST 7,T - 2
%:akalal:a Da=qg U ?Uq:Z)\aqa

D
D hat Diagonalform.
A0 L. e 0
0 X :
-l -
An—1 O
0 0 A

Es handelt sich somit um f ungekoppelte Oszillatoren. Die ¢;’s nennt man Normalkoordinaten (,,Modes“).

Beispiel (qualitativ):

Fiir eine (2,2)-Matrix gilt:

1
V = = | D11a? + Dysa? + 2D1sa1a9
2 —

Kopplung
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Dies ist eine sogenannte quadratische Form.

2. Eigenvektor : @2 a2

q2

1.Eigenvektor : @)
a1

V=3 (O + dedd)

N~

ai
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Kapitel 5

Bewegungen des starren Korpers

5.1 Winkelgeschwindigkeit, Freiheitsgrade

A A
A z

¥ Krund X, Y, Z raumfest

* Kg und x, y, z korperfest

Freiheitsgrade:

% 3 Translationsfreiheitsgrade (von O beziiglich K )

% 3 Rotationsfreiheitsgrade (Winkel a, 8 und 7)



KAPITEL 5. BEWEGUNGEN DES STARREN KORPERS

A

Y
P dp x 7
AN
- P ARy
R
B 7
0
o AR,
R o'
K
»
X

¥ Drehung um O: A ist parallel zur Drehachse (dy ~ Ay)
> Translation um Aﬁo
# Insgesamt haben wir folgende Grofen:

> R =R+ A@x 7+ AR,

> Ry L Ausgangslage

> 724 Im korperfesten Koordinatensystem

> Afio £ Translation des starren Korpers

AR=R — R=A@x 7+ AP,
AR Ag AR
R——wxf’vL Fo

At At At
At £ Zeit fiir Bewegung: R — R/

VZQXF+‘70

Dies ist die Geschwindigkeit eines Punktes des starren Korpers vom raumfesten System aus.
19| £ Winkelgeschwindigkeit, Richtung von € : Drehachse

Vo £ Translationsgeschwindigkeit von O g



5.2. ENERGIE

5.2 Energie

N
n=1

_. _ i 2 _ - - - 2 - N -
V2 = <V0+Q><F) = V2 + 2V, (Qxf) + (Qxf) :1/02+2(V0 xQ) P+ Q%r%sin? o
- 2
Q%r?sin? o = O%r? — O?r? cos® p = Q%% — (Q . f’)
1 1 1 1 2
M (Gesamtmasse) M -7 Rotationsnergie

Wie wéhlen den Ursprung des korperfesten Koordinatensystems im Schwerpunkt, so dafl die Kopplung zwischen
Translation und Rotation verschwindet!

N
1
Eror = B Z My [(Qi + ng; =+ Qz)(l’i + yrzL + 2721) — (Qpzn + Quyn + szn)Q] =

n=1

1
=3 Z 1198
el
3

k=1,2,
z,y,z

Da der Korper rotiert, d&ndern sich laufend die Vektoren 7. Der Trigheitstensor Iy; ist deswegen ebenfalls
zeitabhangig.

Lo = my (a2 492 + 22 —22) =Y (42 + 22)
n n
n

y* + 2% =0}
0z ist der Abstand von der x-Achse.

1
ETOt - §QTIQ

Q ist der Spaltenvektor der Rotationsgeschwindigkeit. Bei Z handelt es sich um eine 3 x 3-Matrix (1,4, Ipy, - - .),

nédmlich der sogenannten Trigheits(-matrix). 0 héngt nicht von der Wahl des korperfesten Koordinatensystems
ab.

% Im Koordinatensystem Kpg:

—

V=17()+ﬁxf
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% Im Koordinatensystem K. :

A
y

F’P
o’ 7

Ok im korperfesten Koordinatensystem

%+(Q—Q/)XT:%7QX6
——
——
R Konstant
Funktion beziiglich 7

Daraus ergibt sich dann Q = €/ und Vo = V] — 0 x @.

1. = Mo, 1 < 1
Brin = Y smn(Vo + O x 7%)? = SVo g2 M@y x ) Tt 5 > LaQuy
kl

Die Energie ergibt sich als Summe aus Translationsenergie des Schwerpunkts und Rotationsenergie um Schwer-
punkt. Fiir den Drehimpuls gilt:

L:Z;mn (R0+Fn) x (V0+Q><Fn) -

:ROX(MVO ZmnRox ern ZmnrnxVo Zmnrn ern)

L= Ryx (MVy) + Ry x (Qx MF,)+ MR, ><V0+Zmnrn x (% 7,)

Bahn-Drehimpuls Verschwindet, wenn
des Korpers Schwerpunkt im Ursprung Ok

=

Ln= Rox (M- V(J’ +ZIMQZ

k7l: 17273(xay72)



5.2. ENERGIE

Im allgemeinen ist L nicht parallel zu ﬁ, selbst wenn Vo = 0. Ij; besteht aus 9 Groflen und ist auflerdem
symmetrisch (Zy; = Zj). Es gibt somit nur 6 unabhingige Groflen! Da Zy; symmetrisch ist, existiert aulerdem
ein Koordinatensystem, in dem Z diagonal ist.

ILi 0 0
I=(0 I O
0 0 I

I, I», I; £ Haupttriigheitsmomente (Hauptachsensystem)

Wie findet man das Hauptachsensystem?
%* Irgendein Koordinatensystem im Schwerpunkt (nicht erforderlich!)
% Za = \d (Eigenwertproblem)

¥ I o3 2 AM23 a®,a®, a@® (Richtungen der Koordinatenachsen)

Y

o0
m M

——
a

Es handelt sich um punktformige Massen.
I..=0

2
Iyy = Izz = Myred @

Bei mathematischen Pendel ist die kinetische Energie gleich:

L 9 .2
§ml %)
I

Ekin =

Fiir das Zweikorperproblem haben wir:

2
m .o L
Ein = St 2mzr2
~—~
I
——

PotentielleEnergie

Wie berechnet man Z my - (Y2 +22)?
n

P

AN
my, = Am,
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Man bildet den Grenzwert fiir N (Anteil der Molekiile) — oo und erhélt somit ein Volumenintegral.

N
hHl Z f(xnv Yn, Zn) : AVn
n=1

N—oo

Am,,
Amy, = AmV AV mit p(7) £ Massendichte

——

p(7)
A
f(z)
_—T
Az
x1 In T

5.3 Mathematischer Einschub: Mehrfachintegrale

5.3.1 Flachenintegral

A Ya()
Y /\\ Integrationsbereich
/ \
[ AylAA \
( Ax )
\_//
y1(z)

N
Jim, 3 flen ) A Sy = / / f(a,y)dy | da

z T1 1(z)

xr=const.

So erhélt man das Volumen unter z = f(x,y) iiber dem Integrationsbereich B.



5.4. TRAGHEITSMOMENT EINES WURFELS

5.3.2 Volumenintegral

z2(2,y)

Y2

(z,9)
Y1

@2 | y2(x) [ 22(z,y)

lim Zf(xn,yn,zn)~AxAyAz:/ / / fz,y,2)dz | dy| da

N—oo
1 |yi(z) \ei(z,y)

Problem:

Finde die Integrationsgrenzen z1(z,y), z2(x,v), y1(z), y2(x), 21, 2.

5.4 Tragheitsmoment eines Wiirfels

A
z
a
»
a 0] Y
/// a
/z
M
far = /// — - (v* +2%) dadydz
a
M ; ; ; 2 1
— /d:r/dy/dz(szrzz):y2 z4+ =23 = ~Mad?
a =—_z
S A B T
—_———
y2.z+%z3
1 2
I, = yyzlzzzéMa
ITy = I.rz = Iyz =
1 00
M2
7= 6“ 010
0 0 1
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Drehung um beliebige Achse mit :

_1ﬁT 4_1 _1*2... .
Erot = 5 -Q= 5 zkl:llele = 2IQ fiir jede Richtung
L=1-Q
Wiirfel und Kugel sind beziiglich der Rotation gleich. Speziell fiir die Kugel gilt:
2 2
Lyg=1y,=1,.= gMR

5.5 Bewegungsgleichungen des (freien) starren Koérpers

A A

Yy z

T
»
T
dP .
g = FGZt ; 0 (Kraft)
L -
i Mert 20 (Drehung)

¥ Korperfestes Koordinatensystem: Im Schwerpunkt
% Raumfestes Koordinatensystem: Koérper ruht

Bewegungsgleichung analog Massenpunkt m - v = 0
Im raumfesten und korperfesten Koordinatensystem gilt:

L=1I90
I Lo\ /o
Lyl =1+ "~ Qy
LZ PRI DRI DRI Q3

%# Raumfestes Koordinatensystem (vertikal):

dL dr
(dt) = 0, aber (dt) ; 7é 0
rf T

* Korperfestes Koordinatensystem: (nicht vertikal):

dL dI
<dt> , aber Tl 0
kf



5.5. BEWEGUNGSGLEICHUNGEN DES (FREIEN) STARREN KORPERS

Es gilt:

dA dA S
rf kf

Und auBerdem haben wir analog:

AR dRy | =

— = —+Ox7T

dt dt +

Wir betrachten nun L,, wobei wir voraussetzen, daf3 der Tragheitstensor im korperfesten Koordinatensystem
Diagonalgestalt hat:

dL, d L !
< dt > ¢ = a (Ilgz)kf + (Q X L)iE-KOmponente =0

Wir nehmen nun an, daf} das korperfeste Koordinatensystem ein Hauptachsensystem ist.

I 0 O
I=(0 I, O
0 0 I

Also folgt nun:

L +9Q, L. —Q. L, =0
: :
I3Qz IQQy

Die Bewegungsgleichungen des freien starren Korpers lauten folglich:
* 0O, = (I — [)Q,0,
* O, = (I3 — [)Q2.Q,
#* 0, = (I — )Q,9,

Q1, Qo und Q3 sind die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit beziiglich des korperfesten Koordinatensy-
stems. Eigentlich noch Winkel «, 3,v des korperfesten relativ zu raumfesten Koordinatensystem (Mehr im
Fliebach)

Spezialfille:
¥ Il = Ig = 13 (Kugel, Wurfel)

—

Q) = const.
¥ I =1L #13
()3 = const.
. I — I
O = [ : 393} Qs
L
|

=const. (w2)

. I3 -1
Oy = [312193} Non
| S

=const. (—w2)
Daraus folgen nun die einfachen linearen Differentialgleichungen:
Ql = wy - Qg

] Ql = —w%ﬂl = Ql +W%Ql =0
Qo = —wr, -
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Die Losungen sind somit:

‘ Q(t) =a-cos(wrpt + ) ‘

‘ Q(t) = —a - sin(wit + ¢) ‘

Qs(t) = b
ZA
el
0
»
Y
X

Dies bezeichnet man als Larmor-Prézession, nach dem Physiker Larmor, der sich mit diesem Problem
intensiv auseinandergesetzt hat.

5.6 Mathematischer Einschub: Skalare, Vektoren, Tensoren

Wir arbeiten mit einer Koordinatentransformation, die den Ursprung O festhiilt (Drehungen, Spiegelungen):

Yy
/
Y
[ -
e AN
/// :\\
_ | \\ x/
A =/ TN
y’ r | i
|
|
@\
. »
T T
x x’
7= |y| oder |4v
z k4
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5.6. MATHEMATISCHER EINSCHUB: SKALARE, VEKTOREN, TENSOREN

Skalar:

o(z,y,2) = ¢' (¢, ¢, ')

Die Werte von ¢, ¢’ sind gleich, haben aber eventuell andere Form wie beispielsweise:
¢(x,y) = 2® + 2y

3 3
(b/(xl,y/) — 53,13/2 + §y12 _"_x/yl

Invarianz, aber keine Forminvarianz

Vektor:
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V = (W1, Va, V3) (Werte-Tripel)

Die Komponenten von V werden wie die Komponenten der Ortsvektoren transformiert. Die Linge von Vektoren
a,b und der Winkel zwischen ihnen bleibt invariant.
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KAPITEL 5. BEWEGUNGEN DES STARREN KORPERS

Tensor:

Es sei 7; eine N x N-Matrix. Dann ist diese invariant:

@' Th = Zahl = @TT'0 mit T/ =UTTU

Transformationsverhalten der Matrixelemente eines Tensors 2.Stufe
3# Tensor 0.Stufe: Skalar
3 Tensor 1.Stufe: Vektor
% Tensor 2.Stufe: Ty

* Tensor 3.Stufe: Ty,

Diese sind aber leider etwas komplizierter in der Notation.

5.7 Harmonischer Oszillator als Lineares System

f(®) (Input) = |m (& + 2vi + wiz) = f(t) |= z(t) (Output)

Beispiel:
UL
L — .
o C
U(t)
o
R|Ugr
Cy
R R
____C (G
Uy (t) %L L % Ua(t)
Einkopplung Auskopplung

Unser Ziel ist es, z(t) fiir beliebige f(¢) zu berechnen. Dazu gehen wir in zwei Schritten vor:

s 1.Schritt: Impulsformige Kraft (z(t) = 0 fiir f(¢) =0, z(¢t) — 0 fiir ¢t — 00)



5.7. HARMONISCHER OSZILLATOR ALS LINEARES SYSTEM
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Fiir den Impulsiibertrag Ap gilt f(¢) = (Ap) - §(t — to).
¥ t > to:
z(t) = A- e 7tt0) Lgin {m(t — to)]
¥ t < to:
z(t) =0
Wie hingt A mit der Stérke des Kraftimpulses zusammen?

% Anfangsgeschwindigkeit:

vo=A-\/wi —~?

* Anfangsimpuls:
mug = /f'(t') dt’
Die Dirac-Funktion ist folgendermafien definiert:

d(t) # 0 auBerhalb t =0
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KAPITEL 5. BEWEGUNGEN DES STARREN KORPERS
1
5,(t) = —= exp

- (0)

Der Grenzwert fiir 7 +— 0 existiert im mathematischen Sinne nicht. Physikalisch gesehen ist 7 eine sehr
kleine Zeit. Nach dem Mittelwertsatz ergibt sich, wenn man §,, wie oben definiert, zugrunde legt:

lim [ f(t)0,(t' —to)dt’ = f(to)

TH 0O
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/ F)s(t —to)dt’
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Symmetrie: §(¢t) = 6(—t)
¥ 2.Schritt:
16 = [ $t0)6(c ~ t0) dto

Losung zu f(tg) -0(t — to) ist x(t) = f(to) - g(t, to)
e

i [V o)

Dies gilt auch fiir den aperiodischen Grenzfall und iiberddmpften Fall. Wir erhalten nun die Losung fiir
beliebige f(t), wobei wir die Linearitéit der Differentialgleichung ausnutzen:

1 S
9(757 to) — Ee—v(t—to) . g(t —to)

Superposition: | z(t) = /f(t’)g(t,t')dt’

> Homogenitét der Zeit: g(t,t") = g(t — t')
> Kausalitdt von z(t) und f(¢): g(¢,t') =0 fir t’ > ¢
> f(t) = focos(wt) = Re [ foe ']
z(t) = Re [foe*i“’t -G(w)]
+oo
Glw) = / gDeTdl (=t = 1)

Mit der Fouriertransformation folgt:

G(w) = G1(w) = +iGa(w) = A(w)e'?™)



5.8. DYNAMISCHE SYSTEME, KLASSIFIKATION DER BAHNEN IM PHASENRAUM

x(t) = foA(w) cos(wt — ¢)

Die Fourier-Transformation ist (fast) selbstreziprok.

+oo
_ emiwt 4
90) = [ Glw)-er 3

5.8 Dynamische Systeme, Klassifikation der Bahnen im Phasen-
raum

Wir haben ein eindimensionales mechanisches System, das aus einem Teilchen besteht:
% Zustand £ (z,v) oder (z, p):
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# Freies Teilchen:
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Ungedadmpfter harmonischer Oszillator:
x = Acos(wt — )
y = Awsin(wt — )
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* Gedampfter harmonischer Oszillator: Ursprung ist ATTRAKTOR
ausgezeichnete periodische Bahn
(Grenzzyklus)
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KAPITEL 5. BEWEGUNGEN DES STARREN KORPERS

T =

0 =2yv(1 — 2?) — woz
Bahnen im Phasenraum schneiden sich NICHT! Wir betrachten ein allgemeines dynamisches System:
i (t) = fr(x),x = (21, 22,...,2y)

Bei f handelt es sich um einen n-dimensionalen Vektor. Im Gegensatz zur Mechanik darf n auch 1, 3, 5 sein.
(Mechanik: n =2 (z1 = 2,29 = v) etc., n = 4)

* Logistische Gleichung fiir n = 1:

P(t) = (o — BP)P
Pi Verknappung von Ressourcen

#* Rauber-Beute n = 2:

B=(a—BR)B

R=(—y+J0B)R

Hier haben wir nun zwei nicht linear gekoppelte Differentialgleichungen.

A

R stationidre Punkte

> Stationiire Punkte: R = B =0
> Kleine Abweichung: B = By + AB,R = Ry + AR, AB, AR sei klein

5.8.1 2 gekoppelte Oszillatoren n = 4

1 1

H=5 (0 +p3) + 5 (2t +28) + V(w1 22)

2 13
V(xy,xe) = xixs — 3%2
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Ungekoppelt (V=0)

Zylinder Torus
Poincaré-Schnitt des 4d-Raumes mit zo = 0 und ps > 0




